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1. ВВЕДЕНИЕ
В работе изучается асимптотическое поведе-

ние решений уравнений типа Эмдена––Фаулера
(см. [1])

𝑦″(𝑥) −𝑄(𝑥) ∣𝑦(𝑥)∣λ sign 𝑦(𝑥) = 0, (1)

где коэффициент 𝑄(𝑥) > 0 при 𝑥 ∈ ℝ+ и параметр
λ > 1. Всюду в дальнейшем будем рассматривать
класс уравнений (1), для которых выполняется
условие

∫
∞
{ ∣𝑄″(𝑥)∣𝑄(𝑥)−(λ+5)/(λ+3)+

+𝑄′(𝑥)2𝑄(𝑥)−(2λ+8)/(λ+3)} 𝑑𝑥 <∞,
(2)

и, как следствие этого,

∫
∞

𝑄(𝑥)2/(λ+3)𝑑𝑥 =∞
lim
𝑥→∞

𝑄′(𝑥)𝑄(𝑥)−(λ+5)/(λ+3) = 0.

Сходимость интеграла (2) в случае λ = 1 — извест-
ное условие существования у соответствующего
уравнения (1) ВКБ-решений (см. [2, 3]) с асимпто-
тиками 𝑄(𝑥)−1/4 exp(±∫

𝑥

0

√
𝑄(𝑡)𝑑𝑡) при 𝑥→∞.

Согласно [4] (теоремы 1 и 4), если
lim inf

𝑥→∞
𝑄(𝑥)𝑥λ+1 > 0, то при фиксированном 𝑦(0) > 0

уравнение (1) имеет единственное определенное
на ℝ+ ограниченное и монотонно убывающее ре-
шение 𝑦0(𝑥) > 0. При этом любое другое решение
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𝑦(𝑥) > 0 уравнения (1) — непродолжаемое на ℝ+
и сингулярное, то есть существует 𝑐 > 0 такое, что
𝑦(𝑥) → ∞ при 𝑥 → 𝑐 − 0. В соответствии с этим
решение 𝑦0(𝑥) будет называться субдоминантным.

2. ФОРМУЛИРОВКА ОСНОВНЫХ
РЕЗУЛЬТАТОВ

Введем следующие обозначения

𝑞(𝑥) = 𝑄(𝑥)−1/(λ+3), ξ(𝑥) = ∫
𝑥

0
𝑞(𝑡)−2𝑑𝑡,

𝐴(𝑥) = 𝑞″(𝑥)𝑞(𝑥)3ξ(𝑥)2

и, кроме того, положим γ = 2(1+λ)
(λ−1)2 и α = 3+λ

λ−1 .
Теорема 1. Пусть выполнено условие (2). Если

𝐶1 = lim inf
𝑥→∞

𝐴(𝑥) + γ > 0, 𝐶2 = lim sup
𝑥→∞

𝐴(𝑥) + γ <∞,

то любое субдоминантное решение 𝑦0(𝑥) > 0 уравне-
ния (1) имеет вид

𝑦0(𝑥)=𝑄(𝑥)−1/(λ+3) (∫
𝑥

0
𝑄(𝑡)2/(λ+3)𝑑𝑡)

2/(1−λ)
𝑣(𝑥), (3)

где lim inf
𝑥→∞

𝑣(𝑥) ⩾ 𝐶1/(λ−1)
1 и lim sup

𝑥→∞
𝑣(𝑥) ⩽ 𝐶1/(λ−1)

2 .

Если 𝐶 = 𝐴(∞) + γ > 0, то 𝑣(∞) = 𝐶1/(λ−1), причем
для произвольного μ ∈ (1, λ)

𝑣(𝑥(ξ))𝐶1/(1−λ) − 1 = 𝑂(ξ𝑘1 + ∫
1

0
∣𝐴(𝑥(𝑡ξ))−

−𝐴(∞)∣𝑡−𝑘1−1𝑑𝑡 + ∫
∞

1
∣𝐴(𝑥(𝑡ξ)) −𝐴(∞)∣𝑡−𝑘2−1𝑑𝑡),

где 𝑘1,2 = α/2 ∓ (α2/4 + (μ − 1)𝐶)1/2.
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Условие существования предела 𝐴(∞) инвари-
антно относительно масштабирующих преобразо-
ваний 𝑄(𝑥). Если 𝑄(𝑥) ∼ 𝑥κ, где κ > −(λ + 3)/2,
и эту асимптотику можно два раза дифференциро-
вать, то выполнено условие (2) и

𝐴(∞) = κ2 + κλ + 3κ
(2κ + λ + 3)2 <

1
4

,

а значение 𝐴(∞) = 1/4, реализуется в случае
𝑄(𝑥) ∼ 𝑒𝑥. Отметим, что все условия теоремы 1
выполнены, если 𝑄(𝑥) ∼ 𝑥κ и κ > −2, причем

𝐶 = (κ + 2)(κ + λ + 1)(λ + 3)2
(λ − 1)2(2κ + λ + 3)2 .

Теорема 2. Если выполнено условие (2) и
sup

𝑥∈ℝ+
∣𝐴(𝑥)∣ <∞, то для произвольного 𝑥∗ > 0 уравне-

ние (1) имеет сингулярное, непродолжаемое правее
вертикальной асимптоты 𝑥 = 𝑥∗, решение вида

𝑦(𝑥)=γ1/(λ−1)𝑄(𝑥)−1/(λ+3)[∫
𝑥∗

𝑥
𝑄(𝑡)2/(λ+3)𝑑𝑡]

2/(1−λ)

×

×{1 +𝑂((𝑥∗ − 𝑥)2)}
(4)

с оценкой остатка при 𝑥→ 𝑥∗ − 0.

По сравнению с известными результатами (см.
[5] и [6], а также имеющуюся там библиографию)
теоремы 1 и 2 дают квалифицированные оценки
точности полученных асимптотических приближе-
ний для решений уравнения (1) и позволяют по-
строить для них промежуточные асимптотики типа
ВКБ.

3. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ЛИУВИЛЛЯ
И ЭТАЛОННОЕ УРАВНЕНИЕ

Замена независимой переменной 𝑥 = φ(ξ) и
подстановка 𝑦 =

√
φ′(ξ)𝑧 приводят уравнение (1)

к следующей форме

𝑑2𝑧
𝑑ξ2 −𝑄(φ(ξ))φ′(ξ)(λ+3)/2∣𝑧∣λsign𝑧 + 1

2
(𝑆φ) (ξ)𝑧 = 0,

где (𝑆φ)(ξ) = φ‴(ξ)
φ′(ξ) −

3
2

φ″(ξ)2
φ′(ξ)2 — производная

Шварца. Если φ(ξ) выбирается так, что

𝑄(φ(ξ))φ′(ξ)(λ+3)/2 = 1

и φ(0) = 0, то соответствующее преобразование

𝑦 = 𝑄(𝑥)−1/(λ+3)𝑧, ξ = ∫
𝑥

0
𝑄(𝑡)2/(λ+3)𝑑𝑡

представляет собой обобщение известного пре-
образования Лиувилля, используемого в случае

λ = 1. Новая независимая переменная ξ = ξ(𝑥) игра-
ет роль фазового интеграла (см. [2]), а преобразо-
ванное уравнение принимает вид

𝑑2𝑧
𝑑ξ2 − ∣𝑧∣

λsign 𝑧 + 𝐴(𝑥(ξ))
ξ2 𝑧 = 0. (5)

При фиксированном 𝑧(0) > 0 среди всех решений
эталонного уравнения

𝑑2𝑧
𝑑ξ2 − ∣𝑧∣

λsign 𝑧 = 0,

обладающего первым интегралом 𝐼(𝑧, 𝑧′) = 𝑧′(ξ)2−
−2/(λ + 1)∣𝑧(ξ)∣λ+1, имеется ровно одно, определен-
ное на всем ℝ+, которое стремится к нулю и полу-
чается надлежащим сдвигом решения

𝑧0(ξ) = γ1/(λ−1)ξ2/(1−λ),

а любое другое положительное решение из ука-
занного семейства неограничено и продолжается
вправо лишь до некоторой вертикальной асимпто-
ты ξ = 𝑐, причем

𝑧(ξ) ∼ γ1/(λ−1)(𝑐 − ξ)2/(1−λ), ξ→ 𝑐 − 0.

4. ФАЗОВЫЙ ИНТЕГРАЛ И УСЛОВИЕ
РЕГУЛЯРНОСТИ

Утверждение 1. При выполнении условия (2)
имеем ∫

∞
𝑄(𝑥)2/(λ+3)𝑑𝑥 =∞ и, кроме того,

𝑄′(𝑥)𝑄(𝑥)−(λ+5)/(λ+3) → 0 при 𝑥→∞.
В самом деле, интегрируя по частям, будем

иметь

∫
𝑥

0
𝑄″(𝑡)𝑄(𝑡)−(λ+5)/(λ+3)𝑑𝑡 = 𝑄′(𝑥)𝑄(𝑥)−(λ+5)/(λ+3) −

−𝑄′(0)𝑄(0)−(λ+5)/(λ+3)+
+λ + 5

λ + 3 ∫
𝑥

0
𝑄′(𝑡)2𝑄(𝑡)−(2λ+8)/(λ+3) 𝑑𝑡

и, следовательно, при условии (2) существует
lim
𝑥→∞

𝑄′(𝑥)𝑄(𝑥)−(λ+5)/(λ+3) <∞. Допустим, что

∫
∞

𝑄(𝑥)2/(λ+3)𝑑𝑥 <∞, тогда 𝑄′/𝑄 ∈ L1(ℝ+) и,
стало быть, существует lim

𝑥→∞
𝑄(𝑥) > 0, что противо-

речит сделанному допущению. Допустим теперь,
что lim

𝑥→∞
𝑄′(𝑥)𝑄(𝑥)−(λ+5)/(λ+3) ≠ 0, тогда ввиду дока-

занного 𝑄′2𝑄−(2λ+8)/(λ+3) /∈ L1(ℝ+) и мы приходим
к противоречию с (2).

Условие ограниченности величины 𝐴(𝑥) озна-
чает определенную регулярность поведения на бес-
конечности коэффициента 𝑄(𝑥) уравнения (1).
Иногда накладывается требование существования
конечного предела 𝐴(∞) = lim

𝑥→∞
𝐴(𝑥). Достаточное

условие этого дает
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Утверждение 2. Пусть выполнено условие (2)

и существует lim
𝑥→∞

𝑄″(𝑥)𝑄(𝑥)
𝑄′(𝑥)2 = η. Тогда 𝐴(∞) =

= ρ
(1 + ρ)2 , где ρ = 1 + (λ + 3)(1 − η).

Действительно, имеем

𝐴(𝑥) = 𝑞″(𝑥) 𝑞(𝑥)
𝑞′(𝑥)2 (𝑞(𝑥) 𝑞′(𝑥)∫

𝑥

0
𝑞(𝑡)−2𝑑𝑡)

2
,

где 𝑞(𝑥) 𝑞′(𝑥) → 0 и ∫
𝑥

0
𝑞(𝑡)−2𝑑𝑡→∞ согласно

утверждению 1, и кроме того,

𝑞″(𝑥) 𝑞(𝑥)
𝑞′(𝑥)2 = 1 + (λ + 3){1 − 𝑄″(𝑥)𝑄(𝑥)

𝑄′(𝑥)2 } → ρ

при 𝑥→∞. С учетом этого вычисляется предел

lim
𝑥→∞

𝑞(𝑥)𝑞′(𝑥)∫
𝑥

0
𝑞(𝑡)−2𝑑𝑡 =

= − lim
𝑥→∞
{1 + 𝑞″(𝑥) 𝑞(𝑥)

𝑞′(𝑥)2 }
−1

= − 1
1 + ρ

.

5. АСИМПТОТИКА СУБДОМИНАНТНОГО
РЕШЕНИЯ

В рассматриваемом случае, когда 𝑦(𝑥) > 0, с по-
мощью замены Лиувилля преобразуем (1) к виду (5)
и, сделав подстановку 𝑧(ξ) = ξ2/(1−λ)𝑢(ξ), в результа-
те будем иметь

𝑑2𝑢
𝑑ξ2 +

4
1 − λ

ξ−1 𝑑𝑢
𝑑ξ
+ {γ +𝐴(𝑥(ξ))}ξ−2𝑢 − ξ−2𝑢λ = 0.

Вводя новую независимую переменную 𝑠 = ln ξ, по-
лучим уравнение

𝑑2𝑢
𝑑𝑠2 − α

𝑑𝑢
𝑑𝑠
+ 𝑎(𝑠)𝑢 − 𝑢λ = 0, (6)

где 𝑎(𝑠) = γ+𝐴(𝑥(𝑒𝑠)), причем решению 𝑦0(𝑥) урав-
нения (1) соответствует определенное на всем ℝ+
решение 𝑢0(𝑠) > 0 уравнения (6).

Предложение 1. Пусть 𝑢0(𝑠) > 0 — определен-
ное на ℝ+ решение уравнения (6), где λ > 1, α ⩾ 0
и 0 < 𝐶1 ⩽ 𝑎(𝑠) ⩽ 𝐶2 <∞. Тогда

lim inf
𝑠→∞

𝑢0(𝑠) ⩾ 𝐶1/(λ−1)
1 , lim sup

𝑠→∞
𝑢0(𝑠) ⩽ 𝐶1/(λ−1)

2 .

В самом деле, при достаточно больших 𝑠 ин-
тегральная кривая, отвечающая решению 𝑢0(𝑠), не
пересекает прямые 𝑦 = 𝐶1/(λ−1)

1 и 𝑦 = 𝐶1/(λ−1)
2 . В слу-

чае, когда рассматриваемая интегральная кривая
расположена выше прямой 𝑦 = 𝐶1/(λ−1)

2 или ниже
прямой 𝑦 = 𝐶1/(λ−1)

1 , решение 𝑢0(𝑠) монотонно на-
чиная с некоторого 𝑠 и, стало быть, существует пре-
дел lim

𝑠→∞
𝑢0(𝑠) = 𝑇. Если 𝑇 > 𝐶1/(λ−1)

2 , то

𝑢″
0 (𝑠) − α 𝑢′

0(𝑠) ⩾
1
2
(𝑇 λ − 𝐶2𝑇) > 0

при достаточно больших 𝑠 и, как следствие, 𝑢0(𝑠)
неограниченно возрастает. При этом

(𝑢′
0(𝑠)2 −

1
λ + 1

𝑢0(𝑠)λ+1)
′

⩾ 0,

что исключает возможность 𝑇 =∞. Если 0 < 𝑇 <
< 𝐶1/(λ−1)

1 , то

𝑢″
0 (𝑠) − α𝑢′

0(𝑠) ⩽
1
2
(𝑇 λ −𝐶1𝑇) < 0

при достаточно больших 𝑠; если же 𝑇 = 0, то 𝑢″
0 (𝑠) =

= α𝑢′
0(𝑠) + 𝑢0(𝑠) (𝑢0(𝑠)λ−1 − 𝑎(𝑠)) < 0 начиная с неко-

торого 𝑠. В обоих случаях 𝑢0(𝑠)неограниченно убы-
вает, что невозможно, поскольку 𝑢0(𝑠) > 0. Таким
образом приходим к следующему заключению: ли-
бо

𝐶1/(λ−1)
1 ⩽ 𝑢0(𝑠) ⩽ 𝐶1/(λ−1)

2

при достаточно больших 𝑠, либо 𝑢0(𝑠) ↓ 𝐶1/(λ−1)
2 или

𝑢0(𝑠) ↑ 𝐶1/(λ−1)
1 , что завершает доказательство.

Замечание 1. В случае λ = 3 и α = 0 уравнение (6)
с коэффициентом

𝑎(𝑠) = (𝑏 + cos 𝑠)2 + cos 𝑠
𝑏 + cos 𝑠

, 𝑏 > 2 ,

осциллирующим между 𝐶2 = (𝑏 + 1)2 + 1
𝑏+1 и 𝐶1 =

=(𝑏 − 1)2− 1
𝑏−1 > 0, имеет решение 𝑢0(𝑠) = 𝑏 + cos 𝑠.

Данный пример показывает, насколько границы
изменения 𝑢0(𝑠), установленные в предложении 1,
точны.

Первое утверждение теоремы 1 вытекает из
предложения 1. В случае 𝐶1 = 𝐶2 = 𝐶 > 0 после под-
становки 𝑢(𝑠) = 𝐶1/(λ−1)(1+𝑤(𝑠)) уравнение (6) для
произвольного значения параметра μ ∈ (1, λ) при-
нимает вид

𝑑2𝑤
𝑑𝑠2 − α

𝑑𝑤
𝑑𝑠
+ (1 − μ)𝐶 𝑤 = 𝑓[𝑤], (7)

где

𝑓[𝑤] = (𝐶 − 𝑎(𝑠))(1 +𝑤) +𝐶[(1 +𝑤)λ − 1 − μ𝑤].

Поскольку 𝑤(𝑠) ↓ 0 или 𝑤(𝑠) ↑ 0 при 𝑠→∞, то знак
выражения (1+𝑤(𝑠))λ − 1−μ𝑤(𝑠) совпадает со зна-
ком 𝑤(𝑠), если 𝑠 ⩾ 𝑠0 и 𝑠0 достаточно велико. С уче-
том этого редукция (7) к интегральному уравнению

𝑤(𝑠) = (𝑤(𝑠0) −
1

𝑘1 − 𝑘2
∫

∞

𝑠0
𝑓[𝑤](𝑡)𝑒𝑘2(𝑠0−𝑡)𝑑𝑡)×

× 𝑒𝑘1(𝑠−𝑠0) + 1
𝑘1 − 𝑘2

(∫
𝑠

𝑠0
𝑓[𝑤](𝑡)𝑒𝑘1(𝑠−𝑡) 𝑑𝑡+

+∫
∞

𝑠
𝑓[𝑤](𝑡)𝑒𝑘2(𝑠−𝑡) 𝑑𝑡)

дает искомую оценку скорости стабилизации 𝑣(𝑥)
из теоремы 1.
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6. НЕЛИНЕЙНОЕ УРАВНЕНИЕ
С РЕГУЛЯРНОЙ ОСОБЕННОСТЬЮ

Предложение 2. Если sup
𝑥∈ℝ+
∣𝐴(𝑥)∣ <∞, то для про-

извольного 𝑐 > 0 уравнение (5) имеет непродолжаемое
правее вертикальной асимптоты ξ = 𝑐 решение вида

𝑧(ξ) = γ1/(λ−1) (𝑐 − ξ)2/(1−λ) (1 + 𝑤(ξ)) ,

где 𝑤(ξ) = 𝑂((𝑐 − ξ)2).
В самом деле, в результате подстановки

𝑧(ξ) = γ1/(λ−1)(𝑐 − ξ)2/(1−λ)𝑣(ξ),

где 𝑣(ξ) > 0, уравнение (5) преобразуется к виду

𝑑2𝑣
𝑑ξ2 +

4
λ − 1

(𝑐−ξ)−1 𝑑𝑣
𝑑ξ
+γ (𝑐−ξ)−2(𝑣−𝑣λ)+𝐴(𝑥(ξ))

ξ2 𝑣 = 0,

которое, в свою очередь, после замены 𝑣(ξ) = 1+
+𝑤(ξ) записывается в форме

𝑑2𝑤
𝑑ξ2 +

4
λ − 1

(𝑐 − ξ)−1 𝑑𝑤
𝑑ξ
− 2(λ + 1)

λ − 1
×

×(𝑐 − ξ)−2𝑤 = 𝐹0(ξ) + 𝐹[𝑤](ξ),
(8)

где

𝐹0(ξ) = −𝐴(𝑥(ξ))ξ−2,

𝐹[𝑤](ξ) = 𝐹0(ξ)𝑤 + γ(𝑐 − ξ)−2[(1 +𝑤)𝜆 − 1 − 𝜆𝑤].

Отметим, что соответствующее (8) уравнение Эй-
лера с регулярной особой точкой ξ = 𝑐 имеет фунда-
ментальную систему решений (𝑐 − ξ)−1 и (𝑐 − ξ)α+1.
Положим β = λ−1

3λ+1 и определим интегральные опе-
раторы 𝐾 и 𝐾 формулами

𝐾 𝑢(ξ) = β((𝑐 − ξ)−1∫
𝑐

ξ
(𝑐 − 𝑡)2𝑢(𝑡)𝑑𝑡 −

−(𝑐 − ξ)α+1∫
𝑐

ξ
(𝑐 − 𝑡)−α𝑢(𝑡)𝑑𝑡),

𝐾𝑢(ξ) = β((𝑐 − ξ)−1∫
𝑐

ξ
(𝑐 − 𝑡)2𝑢(𝑡)𝑑𝑡 +

+(𝑐 − ξ)α+1∫
ξ

𝑐/2
(𝑐 − 𝑡)−α𝑢(𝑡)𝑑𝑡).

Решение уравнения (8) может быть построено ме-
тодом итераций с использованием последователь-
ных приближений, которые задаются рекуррент-
ными формулами:

𝑤𝑛 = 𝑤0 +𝐾𝐹[𝑤𝑛−1], 𝑛 ⩽ ν =max{0, [α] − 2},
𝑤𝑛 = 𝑤ν +𝐾[𝐹[𝑤𝑛−1] − 𝐹[𝑤ν−1]], 𝑛 > ν,

где 𝑤0 = 𝐾 𝐹0 и 𝑤−1 ≡ 0. При этом для произвольно-
го 𝑐 > 0 существует такое δ = δ(λ, 𝑐) > 0, что

∣𝑤𝑛(ξ) −𝑤𝑛−1(ξ)∣ ⩽ (𝑐 − ξ)𝑛+2

при ξ ∈ (𝑐−δ, 𝑐). Таким образом приходим к заклю-
чению, что для решения

𝑤(ξ) = 𝑤0(ξ) +
∞

∑
𝑛=1
(𝑤𝑛(ξ) −𝑤𝑛−1(ξ))

уравнения (8) выполнена оценка 𝑤(ξ) = 𝑂((𝑐−ξ)2),
что завершает схему доказательства.

Под действием преобразования Лиувилля ре-
шение, построенное в предложении 3, превращает-
ся в сингулярное решение 𝑦(𝑥) исходного уравне-
ния (1) из теоремы 2, причем в качестве естествен-
ного параметра выбирается 𝑥∗ = 𝑥∗(𝑐) такое, что

∫
𝑥∗

0
𝑄(𝑥)2/(λ+3) 𝑑𝑥 = 𝑐. (9)

Замечание 2. Если λ ∈ ℕ, то в предположении
гладкости функции 𝐴(𝑥) решение уравнения (8)
в случае α /∈ ℕ, можно построить в виде формаль-
ного ряда

𝑤(ξ) =
∞

∑
𝑛=2

𝑎𝑛(𝑐 − ξ)𝑛

и найти рекуррентно все коэффициенты 𝑎𝑛.
В резонансном случае, когда α ∈ ℕ (это реализу-

ется при λ = 2, 3 и 5), решение уравнения (8) имеет
вид

𝑤(ξ) =
α

∑
𝑛=2

𝑎𝑛(𝑐− ξ)𝑛 +
∞

∑
𝑛=α+1

∞

∑
𝑚=0

𝑎𝑛,𝑚(𝑐− ξ)𝑛( ln(𝑐− ξ))𝑚,

однако, если 𝑎α+1,1 = 0, то решение 𝑤(ξ)не содержит
логарифмических слагаемых и выглядит как в нере-
зонансном случае. Так, например, уравнение

𝑦″(𝑥) − 𝑥−3𝑦(𝑥)3 = 0

после замены Лиувилля 𝑦 =
√

𝑥 𝑧 и ξ = ln 𝑥 преобра-
зуется к форме

𝑑2𝑧
𝑑ξ2 − 𝑧3 − 𝑧

4
= 0.

При этом α = 3, а соответствующее решение имеет

вид 𝑧(ξ) =
√

2
ξ

𝑣(ξ), где 𝑣(ξ) = ξ/2
sh(ξ/2) .

7. ПРОМЕЖУТОЧНЫЕ АСИМПТОТИКИ
В случае, когда 𝑄(𝑥) ∼ 𝑥κ и κ > −2, с учетом

утверждения 1 выберем 𝑥0 = 𝑥0(λ) такое, что

∫
𝑥0

0
𝑄(𝑡)2/(λ+3)𝑑𝑡 = 𝐶1/2.

Если λ→ 1, то 𝐶1/2 ∼ 2/(λ − 1) и 𝑥0(λ) ∼
∼ (κ + 2)2/(κ+2)(λ − 1)−2/(κ+2), а построенное в тео-
реме 1, субдоминантное решение 𝑦0(𝑥) имеет
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промежуточную (в смысле [7, 8]) асимптотику типа
ВКБ.

Предложение 3. Пусть 𝑄(𝑥) ∼ 𝑥κ, κ > −2. Тогда
для 𝑥 таких, что ξ(𝑥) = 𝐶1/2+𝑜((λ−1)−1/2) при λ→ 1,
справедлива асимптотика

𝐶1/(λ−1)𝑄(𝑥)−1/(λ+3) (∫
𝑥

0
𝑄(𝑡)2/(λ+3)𝑑𝑡)

2/(1−λ)
∼

∼ 𝑄(𝑥)−1/4 exp(−∫
𝑥

𝑥0

√
𝑄(𝑡)𝑑𝑡) .

В самом деле, для рассматриваемых значений 𝑥
имеем

𝐶1/(λ−1)ξ(𝑥)2/(1−λ) =

= exp( 2
1 − λ

ln [1 +𝐶−1/2∫
𝑥

𝑥0
𝑄(𝑡)2/(λ+3)𝑑𝑡]) ∼

∼ exp( 2
1 − λ

𝐶−1/2∫
𝑥

𝑥0
𝑄(𝑡)2/(λ+3)𝑑𝑡) ∼

∼ exp(−∫
𝑥

𝑥0

√
𝑄(𝑡)𝑑𝑡),

так что в пределе при λ → 1 главный член (3) пре-
вращается в известную (см., например, [2]) ВКБ-
асимптотику.

Если положить 𝑐 = γ1/2 в (9), то построенное
в теореме 2, сингулярное решение 𝑦(𝑥) на удалении
от асимптоты 𝑥∗ = 𝑥∗(𝑐) также имеет при λ→ 1 про-
межуточную асимптотику типа ВКБ.

Предложение 4. Пусть 𝑄(𝑥) ∼ 𝑥κ, κ > −2. То-
гда в случае 𝑥∗ = 𝑥∗(γ1/2) для больших 𝑥 таких, что
ξ(𝑥) = 𝑜((λ − 1)−1/2) при λ→ 1, справедлива асимпто-
тика

γ1/(λ−1)𝑄(𝑥)−1/(λ+3) [∫
𝑥∗

𝑥
𝑄(𝑡)2/(λ+3)𝑑𝑡]

2/(1−λ)

∼

∼ 𝑄(𝑥)−1/4 exp(∫
𝑥

0

√
𝑄(𝑡)𝑑𝑡) .

В самом деле, для рассматриваемых значений 𝑥
при λ→ 1 имеем

γ1/(λ−1) [∫
𝑥∗

𝑥
𝑄(𝑡)2/(λ+3)𝑑𝑡]

2/(1−λ)

=

= exp( 2
1 − λ

ln [1 − γ−1/2∫
𝑥

0
𝑄(𝑡)2/(λ+3)𝑑𝑡]) ∼

∼ exp( 2
λ − 1

γ−1/2∫
𝑥

0
𝑄(𝑡)2/(λ+3)𝑑𝑡) ∼

∼ exp(∫
𝑥

0

√
𝑄(𝑡)𝑑𝑡).
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For a class of Emden-Fowler type differential equations we investigate the structure of the family of
subdominant and singular non-extendable solutions possessing intermediate WKB-asymptotics.
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