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В недавних совместных работах авторов этой заметки решена известная проблема, остававшаяся
открытой в течение многих лет, и, тем самым было доказано, что для произвольных сжатий в гиль-
бертовом пространстве с ядерной разностью существует интегрируемая функция спектрального
сдвига, для которой справедлив аналог формулы следов Лифшица–Крейна. Аналогичные резуль-
таты были получены и для пар диссипативных операторов. При этом в отличие от случая самосо-
пряжённых и унитарных операторов может случиться так, что не существует вещественнозначной
интегрируемой функции спектрального сдвига. В этой заметке мы анонсируем результаты, кото-
рые дают достаточные условия для существования вещественнозначной интегрируемой функции
спектрального сдвига для пар сжатий. Мы также рассматриваем случай пар диссипативных опера-
торов.
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1. ВВЕДЕНИЕ
В этой заметке мы изучаем условия, при ко-

торых пара сжатий в гильбертовом пространстве
с ядерной разностью имеет вещественозначную
интегрируемую функцию спектрального сдвига на
единичной окружности 𝕋. Мы также рассматрива-
ем случай пар диссипативных операторов.

Напомним, что в работе физика И. М. Лиф-
шица [10] для пары самосопряжённых операторов
{𝐴0, 𝐴1} в гильбертовом пространстве с ядерной
разностью была введена функция спектрального
сдвига ξ = ξ𝐴0,𝐴1

на вещественной прямой ℝ и от-
крыта формула следов

trace(𝑓(𝐴1) − 𝑓(𝐴0)) = ∫
ℝ

𝑓 ′(𝑡)ξ𝐴0,𝐴1
(𝑡)𝑑𝑡 (1.1)

для достаточно хороших функций 𝑓 на ℝ.
Позже М. Г. Крейн дал строгое математическое

обоснование этой формулы и показал, что в случае
ядерности оператора 𝐴1−𝐴0 функция спектрально-
го сдвига должна быть интегрируемой веществен-
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нозначной функцией на ℝ и формула следов (1.1)
имеет место для достаточно хороших функций 𝑓.

С другой стороны, Крейн заметил в [6], что
правая часть формулы (1.1) определена для произ-
вольной липшицевой функции 𝑓 и поставил зада-
чу описать максимальный класс функций 𝑓, для ко-
торых формула следов (1.1) имеет место для произ-
вольных самосопряжённых операторов с ядерной
разностью. В частности, М. Г. Крейном был задан
вопрос, можно ли распространить формулу сле-
дов (1.1) на класс липшицевых функций.

Оказалось, однако, что это не так. Действитель-
но, Ю. Б. Фарфоровская показала, что существуют
липшицева функция 𝑓, самосопряжённые операто-
ры 𝐴0 и 𝐴1 такие, что 𝐴1−𝐴0 ∈ 𝑆1, но 𝑓(𝐴1)−𝑓(𝐴0) /∈
/∈ 𝑆1

1.
Задача М. Г. Крейна была полностью решена

в работе [14], в которой было показано, что мак-
симальный класс функций 𝑓, при которых форму-
ла следов (1.1) имеет место для произвольных са-
мосопряжённых операторов с ядерной разностью,
совпадает с классом операторно липшицевых функ-
ций (см. обзор [2], в котором содержится обширная
информация об операторно липшицевых функци-
ях).

1символом 𝑆1 обозначается класс ядерных операторов,
см. [5]
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В работе М. Г. Крейна [7] для пар унитарных
операторов с ядерной разностью построена функ-
ция спектрального сдвига, которая является веще-
ственнозначной интегрируемой функцией на еди-
ничной окружности 𝕋 и был получен аналог фор-
мулы следов (1.1).

Перейдём теперь к формуле следов для функ-
ций от сжатий с ядерной разностью. Напомним,
что оператор 𝑇 в гильбертовом пространстве назы-
вается сжатием, если ∥𝑇∥ ⩽ 1.

Напомним также, что функциональное исчис-
ление Сёкефальви-Надя–Фойаша (см. [17]) для
сжатия 𝑇 в гильбертовом пространстве сопоставля-
ет каждой функции 𝑓 из диск-алгебры CA функцию
𝑓(𝑇) от 𝑇; причём такое функциональное исчисле-
ние

𝑓 ↦ 𝑓(𝑇), 𝑓 ∈ CA,

линейно и мультипликативно. При этом имеет ме-
сто неравенство фон Неймана

∥𝑓(𝑇)∥ ⩽ ∥𝑓∥CA

def= max{∣𝑓(ζ)∣ ∶ ∣ζ∣ ⩽ 1}, 𝑓 ∈ CA.

Для обобщения формулы следов Лифшица–
Крейна на случай функций от сжатий было пред-
принято много попыток. Речь идёт о том, чтобы
для пары сжатий {𝑇0, 𝑇1} с ядерной разностью, до-
казать существование интегрируемой функции ξна
окружности 𝕋, при которой имела бы место форму-
ла следов

trace(𝑓(𝑇1) − 𝑓(𝑇0)) = ∫
𝕋

𝑓 ′(ζ)ξ(ζ)dζ (1.2)

для достаточно хороших функций 𝑓 (например, для
аналитических полиномов 𝑓). Такую функцию ξ
естественно называть функцией спектрального сдви-
га для пары сжатий {𝑇0, 𝑇1}. Следует отметить, что
если такая функция ξ существует, то она отнюдь не
единственна. Действительно, легко видеть, что мы
можем прибавить к такой функции ξ произволь-
ную функцию из класса Харди 𝐻1 и получим новую
функцию спектрального сдвига.

Такие же задачи являются актуальными и для
пар максимальных диссипативных операторов. На-
помним, что плотно определённый оператор 𝐿 на-
зывается диссипативным, если Im(𝐿𝑥, 𝑥) ⩾ 0 для
любого вектора 𝑥 из области определения D(𝐿)
оператора 𝐿. Диссипативный оператор 𝐿 называет-
ся максимальным, если у него нет собственного дис-
сипативного расширения.

Для знакомства с историей вопроса, начнём
с работы Х. Лангера [9] 1965 года, из результатов
которой вытекает существование интегрируемой
функции спектрального сдвига при условии, что
спектры сжатий лежат в открытом единичном кру-
ге 𝔻. Упомянем также работы Рыбкина [15, 16], Ада-
мяна и Найдхардта [1], а также работу М. Г. Крей-

на [8]. Отметим, что в работе [16] при дополнитель-
ных предположениях на пару сжатий Рыбкин по-
казал существование A-интегрируемой комплекс-
нозначной функции спектрального сдвига, которая
не обязательно интегрируема по Лебегу.

Подчеркнём здесь, что в работе Адамяна и Най-
дхардта [1] существование вещественной интегри-
руемой функции спектрального сдвига для пары
сжатий {𝑇0, 𝑇1} доказано при более сильном усло-
вии, чем ядерность разности 𝑇1 − 𝑇0, а именно при
условии

∑
𝑘⩾0

𝑠𝑘(𝑇1 − 𝑇0) log (1 + (𝑠𝑘(𝑇1 − 𝑇0))−1) <∞ (1.3)

(предполагается, что функция 𝑥 ↦ 𝑥 log(1 + 𝑥−1)
принимает значение 0 при 𝑥 = 0). Из нашей тео-
ремы 2.2 в § 2 легко вытекает, что условие (1.3) не
является необходимым для существования веще-
ственной интегрируемой функции спектрального
сдвига.

Остававшаяся нерешённой в течение многих
лет задача получения аналога формулы следов
Лифшица–Крейна для функций от сжатий была
полностью решена в работе [12] (см. также рабо-
ту [11], в которой формула следов была получена
при дополнительном предположении). Другое ре-
шение этой задачи получено в работе [13]. Более то-
го, в работах [12] и [13] описан максимальный класс
функций 𝑓, для которых формула следов (1.2) имеет
место для произвольных пар сжатий с ядерной раз-
ностью. Этот класс совпадает с классом операторно
липшицевых функций, аналитических в круге 𝔻.

Известно (см. [12]), что для сжатий с ядерной
разностью не всегда существует интегрируемая ве-
щественнозначная функция спектрального сдви-
га. Тем не менее, как отмечено в [13], пара сжа-
тий с ядерной разностью всегда имеет веществен-
нозначную A-интегрируемую функцию спектраль-
ного сдвига.

В этой заметке мы аннонсируем достаточное
условие для того, чтобы пара сжатий с ядерной раз-
ностью обладала вещественнозначной интегрируе-
мой функцией спектрального сдвига. Недавно в ра-
боте Чаттопадхиая и Синхи [3] было показано, что
если 𝑇0 и 𝑇1 –– сжатия с ядерной разностью и 𝑇0 ––
строгое сжатие, т.е. ∥𝑇0∥ < 1, то у пары {𝑇0, 𝑇1} суще-
ствует интегрируемая вещественнозначная функ-
ция спектрального сдвига. В этой заметке, разви-
вая идеи работы [13], мы существенно улучшаем ре-
зультат работы [3]. Этому будет посвящён § 2.

Здесь также уместно упомянуть, что в рабо-
те [13] показано, что если 𝑇 –– сжатие, а 𝑈 –– уни-
тарный оператор такие, что 𝑈 − 𝐼 ∈ 𝑆1, то па-
ра {𝑇 , 𝑈𝑇} имеет вещественную интегрируемую
функцию спектрального сдвига (см. лемму 9.1),
а если 𝑇 –– сжатие, а 𝑋 –– сжатие такое, что 𝑋 ⩾ 0
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и 𝐼 −𝑋 ∈ 𝑆1, то пара {𝑇 , 𝑋𝑇} имеет чисто мни-
мую интегрируемую функцию спектрального сдви-
га (см. лемма 9.2).

Формула следов Лифшица–Крейна была также
обобщена в работах [12] и [13] на случай функций
от максимальных диссипативных операторов. Если
𝐿0 и 𝐿1 –– максимальные диссипативные операто-
ры с ядерной разностью, то, как показано в рабо-
тах [12] и [13], существует интегрируемая функция
спектрального сдвига ξ на вещественной прямой ℝ
такая, что имеет место формула следов

trace(𝑓(𝐿1) − 𝑓(𝐿0)) = ∫
ℝ

𝑓 ′(𝑡)ξ(𝑡)d𝑡 (1.4)

по крайней мере для рациональных функций 𝑓
с полюсами в открытой нижней полуплоскости.

С другой стороны, если вместо условия
𝐿1 −𝐿0 ∈ 𝑆1 мы наложим резольвентное условие

(i𝐼 +𝐿1)−1 − (i𝐼 +𝐿0)−1 ∈ 𝑆1,

то существует функция спектрального сдвига ξна ℝ
такая, что

∫
ℝ
∣ξ(𝑡)∣ (1 + 𝑡2)−1

d𝑡 <∞ (1.5)

и формула следов (1.4) имеет место для рациональ-
ных функций 𝑓 с полюсами в открытой нижней по-
луплоскости (см. [13]).

В § 3 этой заметке мы займёмся вопросом суще-
ствования вещественной функции спектрального
сдвига для пар диссипативных операторов.

2. ВЕЩЕСТВЕННОЗНАЧНЫЕ
ИНТЕГРИРУЕМЫЕ ФУНКЦИИ

СПЕКТРАЛЬНОГО СДВИГА ДЛЯ СЖАТИЙ
Чтобы сформулировать достаточное условие

существования вещественнозначной интегрируе-
мой функции спектрального сдвига, нам понадо-
бятся понятия дефектных операторов сжатий. Если
𝑇 –– сжатие, его дефектные операторы определяют-
ся равенствами

𝐷𝑇
def= (𝐼 − 𝑇 ∗𝑇)1/2, и 𝐷𝑇 ∗

def= (𝐼 − 𝑇 𝑇 ∗)1/2.

Для получения основного результата этого па-
раграфа нам понадобится следующая лемма, в ко-
торой символом 𝑆𝑝 обозначен класс Шаттена–фон
Неймана, см. [5].

Лемма 2.1. Пусть 0 < 𝑝 <∞. Предположим, что
𝑇0 и 𝑇1 –– сжатия в гильбертовом пространстве та-
кие, что

Ker 𝐷𝑇0 = {0} (2.1)

и

(𝑇1 − 𝑇0)𝐷−2α
𝑇0

∈ 𝑆𝑝 и (𝑇 ∗1 − 𝑇 ∗0 )𝐷−2α
𝑇 ∗0

∈ 𝑆𝑝 (2.2)

для некоторого числа α из ( 1
2 , 1]. Тогда

𝐷𝑇1 −𝐷𝑇0 ∈ 𝑆𝑝 и 𝐷𝑇 ∗1 −𝐷𝑇 ∗0 ∈ 𝑆𝑝. (2.3)

Легко видеть, что каждое из включений в (2.2)
влечёт, что 𝑇1 − 𝑇0 ∈ 𝑆𝑝. Отметим также, что
Ker 𝐷𝑇0 = {0} в том и только в том случае, когда
Ker 𝐷𝑇 ∗0 = {0}, и, стало быть, условие (2.1) может
быть заменено условием Ker 𝐷𝑇 ∗0 = {0}.

Следующее утверждение –– основной результат
этого параграфа.

Теорема 2.2. Предположим, что 𝑇1 и 𝑇0 –– сжа-
тия, удовлетворяющие условиям (2.1) и (2.2) при 𝑝 = 1.
Тогда пара {𝑇0, 𝑇1} обладает вещественнозначной ин-
тегрируемой функцией спектрального сдвига.

Идея доказательства. Для того, чтобы выве-
сти теорему 2.2 из леммы 2.1, мы воспользуем-
ся матричной унитарной дилатацей Шеффера. Ес-
ли 𝑇 –– сжатие в гильбертовом пространствеH рас-
смотрим унитарный оператор 𝑈 [𝑇] в простран-
стве ℓ2

ℤ(H) =⨁𝑗∈ℤH𝑗, H𝑗 = H, двусторонних H-
значных последовательностей, см. [17], Ch. 1, § 5
(см. также работу [13], в которой дилатации Шеф-
фера использовались в связи с функциями спек-
трального сдвига для сжатий). При этом простран-
ство H отождествляется с подпространством по-
следовательностей вида {𝑣𝑛}𝑛∈ℤ таких, что 𝑣𝑗 = 0
при 𝑗 ≠ 0. Оператор 𝑈 [𝑇] определяется операторной
матрицей

𝑈 [𝑇] =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

⋱ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋰
⋯ 0 𝐼 0 0 0 0 0 ⋯
⋯ 0 0 𝐼 0 0 0 0 ⋯
⋯ 0 0 0 𝐷𝑇 −𝑇 ∗ 0 0 ⋯
⋯ 0 0 0 𝑇 𝐷𝑇 ∗ 0 0 ⋯
⋯ 0 0 0 0 0 𝐼 0 ⋯
⋯ 0 0 0 0 0 0 𝐼 ⋯
⋰ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋱

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

. (2.4)

В этой матрице матричный элемент 𝑇 занимает по-
зицию (0, 0). Другими словами, матричные элемен-
ты 𝑈 [𝑇]𝑗,𝑘 операторной матрицы 𝑈 [𝑇] определяются
равенствами

𝑈 [𝑇]0,0 = 𝑇 , 𝑈 [𝑇]0,1 = 𝐷𝑇 ∗, 𝑈 [𝑇]−1,0 = 𝐷𝑇,

𝑈 [𝑇]−1,1 = −𝑇 ∗, 𝑈 [𝑇]𝑗,𝑗+1 = 𝐼 при 𝑗 ≠ 0, −1,

в то время как остальные матричные элементы рав-
ны 0.

Легко видеть, что 𝑈 [𝑇] –– унитарная дилатация
сжатия 𝑇. Ясно, что если сжатия 𝑇0 и 𝑇1 удовлетво-
ряют условиям леммы 2.1 при 𝑝 = 1, то унитар-
ные операторы операторы 𝑈 [𝑇0] и 𝑈 [𝑇1] имеют ядер-
ную разность и, стало быть, они имеют веществен-
ную интегрируемую функцию спектрального сдви-
га. Нетрудно также убедиться в том, что функция
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спектрального сдвига для пары {𝑈 [𝑇0], 𝑈 [𝑇1]} явля-
ется также функцией спектрального сдвига и для
исходной пары сжатий {𝑇0, 𝑇1}, откуда и вытекает
утверждение теоремы 2.2. ∎

Напомним, что по теореме Б. Сёкефальфи-
Надя–Фояша (см. [17]) спектральная мера мини-
мальной унитарной дилатации вполне неунитарно-
го сжатия должна быть взаимно абсолютно непре-
рывной по отношению к мере Лебега на окруж-
ности. И, хотя матричная дилатация Шеффера не
обязана быть минимальной, тем не менее, её спек-
тральная мера всё равно должна быть взаимно аб-
солютно непрерывной с мерой Лебега (см. [13],
следствие 10.2).

Замечание. Очевидно, что в случае, когда
∥𝑇0∥ < 1, пара {𝑇0, 𝑇1} удовлетворяет условиям
теоремы 2.2 и, стало быть, теорема 2.2 усиливает
результат работы [3], упомянутый во введении.

Следствие 2.3. Пусть 𝑇 и 𝑋 –– сжатия такие,
что 𝑋 ⩾ 0 и 𝐼 −𝑋 ∈ 𝑆1. Предположим, что выполне-
ны условия

Ker 𝐷𝑇 = {0}
и

(𝐼 −𝑋)𝑇 𝐷−2α
𝑇 ∈ 𝑆1 и 𝑇 ∗(𝐼 −𝑋)𝐷−2α

𝑇 ∗ ∈ 𝑆1

для некоторого числа α из ( 1
2 , 1]. Тогда пара {𝑇 , 𝑋𝑇}

имеет как вещественную интегрируемую функцию
спектрального сдвига, так и чисто мнимую интегри-
руемую функцию спектрального сдвига.

Действительно, первая часть заключения след-
ствия –– непосредственное следствие теоремы 1,
в то время как вторая часть составляет содержание
леммы 9.2 работы [13], упомянутой во введении.

Отметим также, что если ξ –– вещественная
функция спектрального сдвига, а iη –– чисто мни-
мая функция спектрального сдвига, то функция ξ−
iη входит в класс Харди 𝐻1. При этом гармониче-
ски сопряжённые функции ξ̃и η̃интегрируемы. Ес-
ли же в дополнении к этому ξ ⩾ 0, то функция ξ удо-
влетворяет условию Зигмунда

∫
𝕋
ξ(ζ) log(1 + ξ(ζ))d𝑚(ζ) <∞.

Напомним в связи с этим, что в работах [11] и [12]
отмечено, что если пара сжатий с ядерной разно-
стью обладает комплекснозначной функцией спек-
трального сдвига, которая удовлетворяет условию
Зигмунда, то существует и вещественная интегри-
руемая функция спектрального сдвига.

В заключение параграфа отметим, что доказа-
тельство леммы 2.1 основано на следующем утвер-
ждении.

Лемма 2.4. Пусть 0 < 𝑝 < ∞ и α ∈ ( 1
2 , 1]. Предпо-

ложим, что 𝑋 и 𝑌 –– операторы в гильбертовом про-
странстве такие, что 0 ⩽ 𝑋 ⩽ 𝐼, 0 ⩽ 𝑌 ⩽ 𝐼 и Ker 𝑋 =
{0}. Если 𝑌 − 𝑋 ∈ 𝑆𝑝 и оператор (𝑌 − 𝑋)𝑋−α продол-
жается до оператора класса 𝑆𝑝, то 𝑌 1/2 −𝑋1/2 ∈ 𝑆𝑝.

3. СЛУЧАЙ ДИССИПАТИВНЫХ ОПЕРАТОРОВ
В этом параграфе мы укажем достаточное усло-

вие на пару {𝐿0, 𝐿1} максимальных диссипативных
операторов с ядерной разностью для существова-
ния вещественнозначной функции спектрального
сдвига. Тем не менее, наше условие приводит к су-
ществованию вещественнозначной функции спек-
трального сдвига ξ, которая удовлетворяет усло-
вию (1.5). Оказывается, что при наших предполо-
жениях вещественнозначная интегрируемая функ-
ция спектрального сдвига не обязана существовать.
Более того, такой функции не может быть при усло-
вии trace(𝐿1 −𝐿0) /∈ ℝ.

Всюду в этом параграфе мы используем обозна-
чение

𝑉 def= 𝐿1 −𝐿0.

Теорема 3.1. Пусть 𝐿0 и 𝐿1 –– ограниченные дис-
сипативные операторы такие, что 𝑉 = 𝐿1 − 𝐿0 ∈ 𝑆1
и Ker Im 𝐿0 = {0}. Тогда, если

(𝐿1 −𝐿0)(Im 𝐿0)−1 ∈ 𝑆1, (3.1)

то пара {𝐿0, 𝐿1} обладает вещественнозначной
функцией спектрального сдвига ξ, которая удовле-
творяет условию

∫
ℝ
∣ξ(𝑡)∣(1 + 𝑡2)−1 d𝑡 <∞. (3.2)

Заметим, что согласно теореме 5.6 работы [11]
для ограниченных диссипативных операторов 𝐿0
и 𝐿1 при условии 𝑉 ∈ 𝑆1 всегда (т.е. без усло-
вия (3.1)) существует интегрируемая комплексно-
значная функция спектрального сдвига ξ. Более то-
го в работе [13] (см. теорему 9.6 и следствие 9.7) бы-
ло показано, что интегрируемая комплекснознач-
ная функция спектрального сдвига существует для
пар диссипативных операторов с ядерной разно-
стью даже без предположения их ограниченности.
При этом, если оператор 𝑉 диссипативен, то мож-
но выбрать функцию спектрального сдвига ξ, удо-
влетворяющую неравенству Im ξ ⩾ 0. Если же опе-
ратор 𝑉 самосопряжён, то функция спектрального
сдвига ξ может быть выбрана вещественнозначной,
в то время как, если 𝑉 = −𝑉 ∗, то её можно выбрать
чисто мнимой.

Теорема 3.1 дополняет этот результат, показы-
вая, что при условии (3.1) всегда (т.е. даже без
предположения самосопряжённости оператора 𝑉)
можно выбрать функцию спектрального сдвига ве-
щественной, удовлетворяющей условию (3.2), но не
обязательно интегрируемой. В частности, в случае,
когда 𝑉 = −𝑉 ∗, для пары {𝐿0, 𝐿1} при условии (3.1)
существует чисто мнимая суммируемая функция
спектрального сдвига ξ1, а также вещественная не
обязательная суммируемая функция спектрально-
го сдвига ξ2, удовлетворяющая условию (3.2).
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Как показывает следующая теорема, интегри-
руемая вещественнозначная функция спектраль-
ного сдвига существует далеко не всегда.

Теорема 3.2. Пусть {𝐿0, 𝐿1}–– пара диссипатив-
ных операторов, удовлетворяющая условиям теоре-
мы 3.1. Предположим, что trace(𝐿1 −𝐿0) /∈ ℝ. Тогда
пара {𝐿0, 𝐿1} не может иметь интегрируемой веще-
ственнозначной функции спектрального сдвига.

Более того, если оператор 𝑉 диссипативен, то
условие trace(𝐿1 − 𝐿0) ∈ ℝ эквивалентно условию
существования интегрируемой вещественнозначной
функции спектрального сдвига.
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Recently the authors of this note solved a famous problem that remained open during many years and proved
that for arbitrary contractions on Hilbert space with trace class difference there exists an integrable spectral
shift function, for which an analogue of the Lifshits—Krein trace formula holds. Similar results were also
obtained for pairs of dissipative operators. It turns out that in contrast with the case of self-adjoint or unitary
operators, it can happen that there is no real-valued integrable spectral shift function. In this note we state
results that give sufficient conditions for the existence of a real-valued integrable spectral shift function for
pairs of contractions and pairs of dissipative operators.
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