
33

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ, 2024, том 517, 
с. 33–37

	  МАТЕМАТИКА 	

УДК 517.957

МАТРИЦА ВАНДЕРМОНДА В КОММУТАТИВНОМ СЛУЧАЕ
© 2024 г.   А. И. Перов1, *,  И. Д. Коструб1, ** 

Представлено академиком РАН В.В. Козловым 
Поступило 24.12.2023 г.  

После доработки 04.05.2024 г.  
Принято к публикации 12.05.2024 г.

В комплексной банаховой алгебре при условии разделенности и спектральной разделенности сформу-
лированы и доказаны условия обратимости матрицы Вандермонда. Приводятся необходимые и доста-
точные признаки обратимости матрицы Вандермонда. Формулируются аналоги теоремы Сильвестра. 

Ключевые слова: коммутативная банахова алгебра, матрица Вандермонда, теорема Сильвестра, теоре-
ма об отображении спектров 

DOI: 10.31857/S2686954324030057, EDN: YBLKBC

1. ВВЕДЕНИЕ
При изучении алгебраических и дифферен-

циальных уравнений в произвольных банаховых 
алгебрах естественно возникают матрицы Ван-
дермонда, составленные из корней рассматри-
ваемого алгебраического (характеристического) 
уравнения обратимость которых влечет за собой 
многие важные свойства упомянутых уравне-
ний.

2. БАНАХОВО ПРОСТРАНСТВО Γn   
И БАНАХОВА АЛГЕБРА �n n�

Пусть Γ  – коммутативная комплексная бана-
хова алгебра [1], [2], которую мы иногда будем 
называть гельфандовой в честь ученого, внесшего 
решающий вклад в теорию таких алгебр. Пусть 
n  – фиксированное натуральное число.

Обозначим через Γn  банахово пространство, 
являющееся прямым произведением (прямой 
суммой) � � �n n= ... ( )� � раз  и состоящее из 
столбцов X  с компонентами x xn1,...,  из Γ.  Алге-
браические операции сложения и умножения на 
комплексные числа, а также на элементы алге-
бры Γ,  определим покомпонентно. Норму в Γn  
введем по правилу || ||= {|| ||,1 }X max x j nj ≤ ≤ .

Обозначим через �n n�  – алгебру n n× -ма-
триц A = ( )a jk , где a jk из Γ,  1 ≤ ≤j n . Алгебраи-
ческие операции сложения и умножения на ком-
плексные числа, а также на элементы алгебры Γ,  
определим покомпонентно. Каждая матрица A  
определяет линейный ограниченный оператор 
в �n n� .  Y AX= ,  обозначается той же буквой и 
действует по правилу y a aj j jn nx x= ...1 1 + +  при 
1 .≤ ≤j n  Произведение AB  матриц A  и B  из 
�n n�  определим как произведение линейных 
операторов в Γn.  Норма матрицы вводится как 
операторная A AX X= { , , 1}.sup X ∈ ≤Γn

3. ОБРАТИМОСТЬ
 Напомним, что матрица A  из �n n�  называет-

ся обратимой, если существует такая матрица B  
из �n n� ,  для которой 

	 AB E= 	 (1)

и 

	 BA E= , 	 (2)

где E  есть единичная матрица в �n n� .  Если это 
условие выполнено, то матрица B  определяется 
единственным образом и обозначается A−1.

В рассматриваемом случае каждой матрице A  
из �n n�  может быть сопоставлен ее детерминант –  
алгебраическая сумма всевозможных произве-
дений элементов матрицы, взятых по одному 
из каждой строки и каждого столбца матрицы 
со своими знаками. Каждый член определителя 
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снабдим знаком плюс или минус, в зависимо-
сти от четности или нечетности перестановки 
вторых индексов. Это можно сделать с помощью 
множителя ( 1) ( )� � � , который равен 1, если пере-
становка σ  четная и тогда число инверсий � �( )  
есть четное число и равен – 1, если перестановка 
σ  нечетная и тогда число инверсий � �( )  есть не-
четное число. 

	 det A a a a= ( 1) ... ,( )
1 1 2 2

�

� �� � j j njn
	 (3)

где суммирование распространяется на все пе-
рестановки σ  из n  элементов. Для нас важно, 
что матрица A обратима тогда и только тогда, 
когда обратим ее детерминант. При этом 

	 det detA A� �� �1 1
= . 	 (4)

Теорема 1. Если выполнено условие (1) или (2), то 
матрица A  обратима. 
Доказательство теоремы 1. Так как для произве-
дения матриц A  и B  из �n n�  имеем 

det det detAB A B= .

То из (1) вытекает 

det detA B = 1,

где 1  – это единичный элемент алгебры Γ.  В 
коммутативной алгебре из обратимости произ-
ведения вытекает обратимость его сомножите-
лей. Поэтому det A  и det B  обратимы. Поэтому 
матрица A  обратима.

Аналогичные рассуждения проводятся, если 
выполнено условие (2). Теорема доказана. 

4. МАТРИЦА ВАНДЕРМОНДА
Рассмотрим набор, состоящий из n  элемен-

тов алгебры Γ  

	 z z z1 2, ,..., .n 	 (5)

Поставим ему в соответствие матрицу V v= ( )jk  
из �n n� ,  где v zjk k

j= ,1−  при 1 ,≤ ≤j k n, которую 
естественно назвать матрицей Вандермонда по-
рядка n.  В развернутой записи она выглядит сле-
дующим образом 

	 V z z z
z z z

z z z

( , ,..., ) =

1 1 1

1 2
1 2

1
1

2
1 1

n
n

n n
n
n

…

…

… … … …

…� � �

�

�

�
�
�
��

�

�

�
�
��
��

. 	 (6)

Для нас важно знать, когда матрица Вандермон-
да обратима, т. е. существует такая матрица W  
из �n n� ,  для которой 
	 VW E= 	 (7)
и 
	 WV E= . 	 (8)

Согласно теореме 1, достаточно проверить одно 
из них.

Будем говорить, что система (5) лежит в об-
щем положении, если матрица Вандермонда (6) 
обратима.

Отметим полезную формулу 

	 det V z z z z z( , ,..., ) = ( ).1 2
> 1

n
n j k

j k
� �
� � 	 (9)

Для обратимости матрицы Вандермонда V  
необходимо и достаточно, чтобы det V  был об-
ратим.

5. ПЕРВЫЕ ТЕОРЕМЫ
Теорема 2. Матрица Вандермонда V( , ,..., )1 2z z zn  
обратима тогда и только тогда, когда выполнено 
условие разделенности: существует обратная 

	 ( ) (1 , ).1z zj k j k j k n� � � �� при 	 (10)

Доказательство теоремы 2. Доказательство осно-
вано на формуле 

	 detV n
n j k

j k
�

� �

�� �1
1 2

> 1

1( , ,..., ) = ( ) .z z z z z 	 (11)

Теорема доказана.	 

Теорема 3 (достаточное условие обратимости). 
Если выполнено условие спектральной разделенно-
сти 

	 S S j k j k nj k( ) ( ) = (1 , ),z z∩ ∅ ≠ ≤ ≤при  (12)

то матрица Вандермонда V z z z( , ,..., )1 2 n  обратима. 
Доказательство теоремы 3. Так как в комму-
тативном случае S S S( ) ( ) ( ),a b a b� � �  то из 
S S( ) ( ) =a b� �  вытекает обратимость разности 
a b− .  Поэтому теорема 3 вытекает из теоремы 2. 
Теорема доказана.	 

Теорема 4. Если матрица Вандермонда 
V z z z( , ,..., )1 2 n  обратима, то все элементы 
c c c1 2, ,..., n  последнего столбца обратной матрицы 
V z z z−1

1 2( , ,..., )n  обратимы, более определенно 
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c z z z z

z z z z

j j j j

j j j n

= ( ) ...( )

( ) ...( )

1
1

1
1

1
1 1

− − ×

× − −

−
−

−

+
− −

	 (13)

при 1 < < ,j n  аналогично при j = 1  и j n= . 
Доказательство теоремы 4. Доказательство осно-
вано на формуле вычисления обратной матри-
цы через алгебраические дополнения, при этом 
соответствующее дополнение для j -го элемен-
та последнего столбца обратной матрицы –  
определитель Вандермонда порядка n − 1  с пара-
метрами z1,  ..., z zj j� �1 1, ,  ..., zn. 	 

6. АЛГЕБРАИЧЕСКОЕ УРАВНЕНИЕ
Следующая группа теорем относится к алге-

браическому уравнению. Рассмотрим алгебраи-
ческое уравнение n -й степени, имеющее следую-
щий вид (приведенное уравнение) 

	 x p x p x p 0n n
n n� � � ��
�1

1
1... = . 	 (14)

С ним тесно связаны пучок и сопровождающая 
матрица Фробениуса, которая будет определена в 
следующем разделе. Пучок имеет следующий вид 

	 l p p pn
n n

n n( ) = ... : ,1
1

1� � � �� � � � ��
� C �  (15)

т. е. является многочленом от некоторого λ  сте-
пени n  с коэффициентами из рассматриваемой 
алгебры, коэффициенты уравнения p p1,..., n 
принадлежат алгебре Γ.

Мы записываем скалярные величины (ком-
плексные числа) обычным шрифтом, а вели-
чины, связанные с алгеброй Γ,  – полужирным 
шрифтом. Выражение λ1,  где λ  – комплексное 
число, а 1  – единица рассматриваемой алгебры, 
следуя Т. Като [3], записываем в виде λ.

Те λ  из C,  для которых ln( )λ  не имеет обрат-
ного, образуют, по определению, спектр S  пуч-
ка. Это есть непустое ограниченное замкнутое 
множество. Те λ  из C,  для которых ln( )λ  обра-
тим, образуют, по определению, резольвентное 
множество R  пучка. Это непустое неограни-
ченное открытое множество. Возникающая при 
этом функция 

	 r p pn
n n

n R( ) ... :1
1 1

� � �� � � �� � �� �
� 	 (16)

называется резольвентой n -го порядка [4].

7. ТЕОРЕМА СИЛЬВЕСТРА
Теорема 5. Пусть z – корень алгебраического урав-
нения (14). Тогда справедливо включение 

	 S S( ) .z ⊆ 	 (17)

Доказательство теоремы 5. Пусть λ  из R.  Тогда 
обратима разность 

� �

� �

n n
n

n n
n

n n n n

� � � � � � �

� � � �

� �

� �

p p z p z p

z p z

1
1

1
1

1
1 1

... ( ... ) =

= ( ) .... ( ) =

= ... ... ( ).

1

1 2 2 1
1

� �

� � � � � �� � �

�

� � � �
�

p z

z z z p z

n

n n n n
n

�

� � � �

При этом мы воспользовались формулой 

	
x y

x x y xy y x y

k k

k k k k

+ +

− −

−

+ + + +( ) −

1 1

1 1

=

= ... ( ).
	 (18)

Произведение � � � �n n n n
n

� � � �
�� � � � � �� � �1 2 2 1

1... ... ( )z z z p z 
� � � �n n n n

n
� � � �

�� � � � � �� � �1 2 2 1
1... ... ( )z z z p z обратимо. Поэтому обратима 

разность � � z.  Это означает, что 
	 R R⊆ ( ).z 	 (19)

Из (19) немедленно вытекает включение (17).  
Теорема доказана.	 

Для матричного уравнения в общем случае эта 
теорема впервые была доказана Сильвестром. В 
статье [5] утверждалось, что теорема 5 справед-
лива без предположения коммутативности со-
ответствующей алгебры. Однако, дальнейший 
анализ доказательства этой теоремы обнаружил 
пробел. Некоторое достаточное условие спра-
ведливости теоремы Сильвестра в общем случае 
приведено в статье [6].

8. СОПРОВОЖДАЮЩАЯ МАТРИЦА 
ФРОБЕНИУСА

Все утверждения данного раздела приводятся 
без доказательства.

Для алгебраического уравнения (14) матрица 
Фробениуса имеет вид: 

	 A

p p p

=

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

.

1 1

…

…

… … … … …

…

… …� � �

�

�

�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�

�n n

	 (20)

Теорема 6. Пусть алгебраическое уравнение (14) 
имеет n  корней 

	 z z z1 2, ,..., ,n 	 (21)



36 ПЕРОВ, КОСТРУБ

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ том 517 2024

лежащих в общем положении. Тогда справедлива 
формула 

	 A V z z z V= { , ,..., } ,1 2
1diag n
− 	 (22)

где V  – матрица Вандермонда. 
Теорема 7. В условиях теоремы 6 справедливо ра-
венство 

	 S S
j

n

j= ( ).
=1
∪ z 	 (23)

Последняя формула показывает, что спек-
тром алгебраического уравнения (14) естествен-
но назвать спектр ассоциированного с ним 
пучка. Тогда спектр алгебраического уравнения 
равняется теоретико-множественной сумме 
спектров его корней при условии, что они лежат 
в общем положении.

Теорема 8. Матрица A  обратима тогда и 
только тогда, когда обратим коэффициент pn . 
При выполнении этого условия, обратная матрица 
имеет вид 

	 A

p p p

�

� ��

�

�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�

1

1 2 1

=

1

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

,

� � � �n n …

…

…

… … … … …

…

	 (24)

где �= ( ) .1− −pk  
Теорема 9 ([7]). Матрица A  удовлетворяет тео-
реме Гамильтона-Кэли 

A A A En n
n np p p� � � ��
� �1

1
1 1... = 0.

Теорема 10 ([7]). Для резольвенты матрицы A  
справедлива формула 

	

λ λ λ

λ λ

E A p

p A A

−( ) + +(
+ + ) ∈

− −

−
−

∑

1
1

1

1

=0

1

=

... ( ( ) = ),

n n

n
k

n

k
k R R

	 (25)

	 A Ak
j

n k

n k j
jp k n= , 0 1.

=0

1

1

� �

� � �� � � � 	 (26)

9. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ГЕЛЬФАНДА
Пусть M  – множество всех ненулевых ком-

плексных гомоморфизмов алгебры Γ  [2]. По-
следнее означает, что для любых x  и y  из Γ,  λ  
из C,  а m  из M  

	
m x y m x m y m m x

m xy m m m

( ) = ( ) ( ), ( ) = ( ),

( ) = ( ) ( ), = 1.

� � � �x

x y
	 (27)

Отметим, что M  компактное хаусдорфово 
топологическое пространство. Преобразование 
Гельфанда имеет вид 
	 m x x m( ) = ( ), 	 (28)

где x m( )  – комплексная непрерывная функция, 
определенная на M,  причем 
	 x M x( ) = ( ).S 	 (29)

10. ФУНКЦИОНАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ
Рассмотрим контурный интеграл 

	 � =
1

2
( ) ( ) ,

π
λ λ λ

σ
i

f dn
∂
∫ r 	 (30)

где f G C( ) :� �  – (кусочно) аналитиче-
ская функция, заданная на открытом мно-
жестве G,  содержащем весь спектр S  пучка, 

r p pn
n n

n( ) ...1
1 1

� � �� � � �� �� �
 есть резольвента 

n -го порядка, а контур ��  лежит в пересечении 
G R∩  и окружает спектр S.

Пусть Γ( )G  – совокупность всех тех x  из Γ , 
спектр S x( )  которых содержится в G.  Это мно-
жество непусто и открыто. Положим 

	 f
i

f d( ) =
1

2
( )( ) ,1x

π
λ λ λ

τ∂

−∫ − x 	 (31)

где контур ��  лежит в пересечении G R∩ ( )x  и 
окружает S( )x .

Рассмотрим алгебраическое уравнение n -й 
степени (14) и предположим, что оно имеет n  
корней z z z1 2, ,..., ,n  лежащих в общем положе-
нии. Обозначим через c j  элементы последнего 
столбца матрицы V z z z−1

1 2( , ,..., ),n  1 .≤ ≤j n

При сделанных выше предположениях имеет 
место формула [8] 

	 1
2

( )( ... ) = ( ) .1
1 1

=1
�

� � � �
�

i
f d fn n

n
j

n

j j
�

� �� �� � �p p z c  (32)

11. ТЕОРЕМА ДАНФОРДА
При n = 1,  положим z zj =  по тереме отобра-

жения спектров можно написать 
	 S f f S[ ( )] = [ ( )]z z 	 (33)

(см. формулу (31)).
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Теорема 11. Имеет место включение 

	 S
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При этом дополнительно предполагается, что вы-
полнено условие спектральной разделенности (12). 
Доказательство теоремы 11. Пусть m  из M.  Тогда 
по формуле (32) 
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По формуле (31) 
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Согласно формуле (13) 
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Мы воспользовались тем, что если элемент об-
ратим, то 

	 mx
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1

. 	 (38)

Из (35)–(37), полагая λ j j= ,mz  1 ,≤ ≤j n  получаем 
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Мы видим, что λ j jS∈ ( ),z  1 ≤ ≤j n  и включение 
(34) установлено. Теорема доказана.	 

12. ИСЧИСЛЕНИЕ КОНЕЧНЫХ 
РАЗНОСТЕЙ

Разделенной разностью порядка n − 1  функ-
ции f ( )x  отвечающей системе узлов z z z1 2, ,..., n  
лежащей в общем положении называется выра-
жение (слева обозначение) [9] 
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Формулу (32) при этом можно трактовать как 
интегральное представление разделенной раз-
ности ∆n

nf−1
1 2( )( , ,..., ),x z z z  где f ( )x  вычисляет-

ся по формуле (31). В принятых обозначениях 
теорема 12 выглядит следующим образом 
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