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ВВЕДЕНИЕ
Обнаружение достаточного количества тен-

зорных инвариантов систем обыкновенных 
дифференциальных уравнений, как известно 
[21–23], облегчает их исследование, а иногда по-
зволяет и точно их проинтегрировать. Так нали-
чие инвариантной дифференциальной формы 
фазового объема позволяет уменьшить количе-
ство требуемых первых интегралов. Для консер-
вативных систем этот факт вполне естествен –  
когда фазовый поток сохраняет объем с посто-
янной плотностью. Но для систем, обладающих 
притягивающими или отталкивающими пре-
дельными множествами, коэффициенты име-
ющихся инвариантов должны, вообще говоря, 
включать функции с существенно особыми точ-
ками (см. также [24–26]). Наш подход состоит в 
том, что для точного интегрирования автоном-
ной системы порядка m  нужно знать m−1  не-
зависимый тензорный инвариант (первый ин-
теграл, дифференциальная форма, векторное 
поле и т.д.). При этом для достижения точной 
интегрируемости, как правило, приходится со-
блюдать также ряд дополнительных условий на 
эти инварианты.

Для систем классической механики понятия 
“консервативность”, “силовое поле”, “дисси-

пация” и др. вполне естественны. Поскольку в 
данной работе изучаются динамические систе-
мы на касательном расслоении к гладкому мно-
гообразию (пространству положений), уточним 
данные понятия для таких систем.

Анализ “в целом” начинается с исследования 
приведенных уравнений геодезических на по-
верхности, левые части которых при правильной 
параметризации представляют собой записи 
координат ускорения движения материальной 
частицы по такой поверхности, а правые части 
приравнены к нулю. Соответственно, величины, 
которые ставятся в дальнейшем в правую часть, 
можно рассматривать как некоторые обобщен-
ные силы. Такой подход традиционен для клас-
сической механики, а теперь он естественно 
распространяется на более общий случай каса-
тельного расслоения к гладкому многообразию. 
Последнее позволяет, в некотором смысле, кон-
струировать “силовые поля”. Так, например, 
вводя в систему коэффициенты, линейные по 
одной из координат (по одной из квазискоро-
стей системы) касательного пространства, полу-
чим силовое поле с диссипацией разного знака 
(в зависимости от знака самого коэффициента).

И хотя словосочетание “диссипация разного 
знака” несколько противоречиво, тем не менее, 
будем его употреблять. Учитывая при этом, что в 
математической физике диссипация “со знаком 
“плюс” – это рассеяние полной энергии в обыч-
ном смысле, а диссипация “со знаком “минус” – 
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это своеобразная “подкачка” энергии (при этом 
в механике силы, обеспечивающие рассеяние 
энергии называются диссипативными, а силы, 
обеспечивающие подкачку энергии называются 
разгоняющими).

Консервативность для систем на касательных 
расслоениях можно понимать в традиционном 
смысле, но мы добавим к этому следующее. Бу-
дем говорить, что система консервативна, если 
она обладает полным набором гладких первых 
интегралов, что говорит о том, что она не об-
ладает притягивающими или отталкивающими 
предельными множествами. Если же она по-
следними обладает, то будем говорить, что си-
стема обладает диссипацией какого-то знака. 
Как следствие этого – обладание системы хотя 
бы одним первым интегралом (если они вообще 
есть) с существенно особыми точками.

В данной работе силовое поле разделяется 
на так называемые внутреннее и внешнее. Вну-
треннее поле характерно тем, что оно не меняет 
консервативности системы. А внешнее может 
вносить в систему диссипацию разного зна-
ка. Заметит также, что вид внутренних силовых 
полей заимствован из классической динамики 
твердого тела (см. также [25]).

В работе приведены первые интегралы, а так-
же инвариантные дифференциальные формы 
классов однородных по части переменных ди-
намических систем седьмого порядка, в которых 
может быть выделена система с тремя степенями 
свободы на своем шестимерном многообразии. 
Имеющееся в системе силовое поле разделяется 
на внутреннее (консервативное) и внешнее, ко-
торое обладает диссипацией переменного знака. 
Внешнее поле вводится с помощью некоторого 
унимодулярного преобразования и обобщает 
силовые поля, рассматриваемые ранее.

ОБ ИНТЕГРИРОВАНИИ СИСТЕМ  
МАЛОГО НЕЧЕТНОГО ПОРЯДКА

Проиллюстрируем предлагаемый подход на 
примере систем третьего и пятого порядка. 
Пусть v , α , z  – фазовые переменные в гладкой 
динамической системе, правые части которой – 
однородные полиномы по переменным v , z  с 
коэффициентами, зависящими от α : 
� � �v a v b vz c z z d v e vz f z v g v= ( ) ( ) ( ) , = ( ) ( ) ( ) , = ( )2 2 2 2 2α α α α α α α α+ + + + ++ +h vz i z( ) ( ) .2α α 

� � �v a v b vz c z z d v e vz f z v g v= ( ) ( ) ( ) , = ( ) ( ) ( ) , = ( )2 2 2 2 2α α α α α α α α+ + + + ++ +h vz i z( ) ( ) .2α α  
Выбирая новые независимую переменную q   
( dq vdt= , d dq/ =< >′ , v ≠ 0 ), а также фазовую 
Z , z Zv= , перепишем систему как 
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при этом уравнение (1) на v  отделяется, что 
дает возможность рассматривать два оставшихся 
уравнения в качестве системы (2) с одной степе-
нью свободы на двумерном фазовом многообра-
зии N Z2{ ; }α .

Стоит выделить случай усеченной системы,  
когда выполнены тождества d e f( ) ( ) ( ) 0.α α α≡ ≡ ≡  
Тогда система (1), (2) имеет аналитический пер-
вый интеграл Φ1( ; ) = = .v Z vZ const  Для ее инте-
грируемости достаточно найти еще один первый 
интеграл, независимый с Φ1 . Мы ограничимся 
следующим важным частным случаем системы 
(1), (2):
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b0 0≥  – параметр, f1( )α , � �( )  – некоторые глад-
кие функции, и будем рассматривать (3), (4) как 
систему при отсутствии внешнего поля сил.

Система (3), (4) имеет дополнительный пер-
вый интеграл: � �0

2
0 0; ; = 1 2 = = .v Z v b Z C� �( ) + ( )( ) const 

� �0
2

0 0; ; = 1 2 = = .v Z v b Z C� �( ) + ( )( ) const Другими словами, независимая 

подсистема (4) на многообразии N Z2{ ; }α  имеет 
рациональный [27, 28] по Z  (автономный) пер-
вый интеграл вида Φ ∆( ; ) = (1 2 ( )) / = = ,0

2Z b Z Z Cα α+ const 
Φ ∆( ; ) = (1 2 ( )) / = = ,0

2Z b Z Z Cα α+ const который не имеет существенно осо-
бых точек. В силу последнего, у подсистемы (4) 
нет притягивающих или отталкивающих пре-
дельных множеств, позволяющих говорить о на-
личии в системе диссипации того или иного зна-
ка. Таким образом, внутреннее гладкое силовое 
поле (зависящее от параметра b0 > 0 ) в системе 
(3), (4) не нарушает консервативности системы.

Зададимся вопросом поиска инвариантных 
дифференциальных форм для системы (3), (4). 
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Для поиска функции � �( ; , )v Z , которая опре-
деляет искомую форму � � �( ; , )v Z dv d dZ∧ ∧ ,  
проинтегрировано линейное уравнение 
div[ ( ; , ) ( ; , )] = 00ρ α αv Z W v Z  (W v Z0( ; , )α  – век-
торное поле системы). При этом, в частности, 
функции ρ ρ1

3
2

3( ) = 1 / , ( ) =Z Z v v  определяют ис-
комую форму.

Система (3), (4) в зависимости от целей под-
вергнута различным модификациям [26], при-
ведем одну из них. Она на прямом произведе-
нии числового луча и касательного расслоения 
TM Z1{ ; }α  имеет два ключевых параметра b0 0≥ ,  
b1 0≠ , и в ней введено диссипативное силовое 
поле с помощью унимодулярного преобразования: 
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µ > 0 . Коэффициенты консервативной состав-
ляющей внутреннего силового поля содержат 
параметр b0 , а неконсервативной составляющей 
внешнего поля – параметр b1 .

Теорема 1. Если выполнено условие 
F( ) = ( ) ( )� � � �� �� , λ ∈ R , то система (5), (6) об-
ладает полным набором – двумя (одним гладким 
и одним, вообще говоря, трансцендентным) неза-
висимыми первыми интегралами. Кроме того, она 
обладает двумя инвариантными дифференциаль-
ными формами, между собой независимыми, но за-
висимыми с первыми интегралами. 

Одним из возможных видов инвариантной 
дифференциальной формы объема для системы 
(5), (6) является следующий: 
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Мы видим, что задача точной интегрируемо-
сти класса однородных систем третьего порядка 
с диссипацией путем нахождения необходимо-
го количества инвариантов, несмотря на малый 
порядок системы, достаточно нетривиальна.

Аналогичный спектр вопросов качественного 
характера был рассмотрен и для однородных по 
части переменных систем пятого порядка, также 

обладающих диссипацией [26]. После введения 
силовых полей рассматриваемая система на пря-
мом произведении числового луча и касательно-
го расслоения TM Z Z2

2 1{ , ; , }� �  гладкого многооб-
разия M 2{ , }� �  такова: 
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здесь µ > 0  – параметр, DQ q d Q q dq( ) = | ( ) | /ln ,  
b ≥ 0 , �( )� , F ( )α , f1( )α , f2( )α , � jk

i ( , )� � , 
i j k, , = ,� � , – некоторые гладкие функции. При 
этом коэффициенты консервативной составля-
ющей внутреннего силового поля содержат па-
раметр b , а неконсервативной составляющей 
внешнего поля – параметр b1 .

СИСТЕМЫ СЕДЬМОГО ПОРЯДКА  
ПРИ ОТСУТСТВИИ ВНЕШНЕГО 

СИЛОВОГО ПОЛЯ

Пусть v , α , β β β= ( , )1 2 , z z z z= ( , , )1 2 3  – фазо-
вые переменные в гладкой динамической систе-
ме, правые части которой – однородные поли-
номы по переменным v , z  с коэффициентами, 
зависящими от α , β . Выбирая новую независи-
мую переменную q  ( dq vdt= , d dq/ =< >′ , v ≠ 0 ),  
а также новые фазовые Z k , z Z vk k= , k = 1,2,3 ,  
Z Z Z Z= ( , , )1 2 3 , будем рассматривать систему 
седьмого порядка 
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DQ q d Q q dq( ) = | ( ) | /ln , b ≥ 0 , �( )� , f1( )α , 
f2( )α , f3( )α , g( )1β , � jk

i ( , )� � , i j k, , = ,� � , – не-
которые гладкие функции, как систему при 
отсутствии внешнего поля сил. При этом 
уравнение (8) отделяется, что дает возмож-
ность рассматривать уравнения (9) в каче-
стве независимой системы (с тремя степеня-
ми свободы) на шестимерном многообразии 
N Z Z Z TM Z Z Z6

3 2 1 1 2
3

3 2 1 1 2{ , , ; , , } = { , , ; , , }� � � � � �  
(касательном расслоении гладкого трехмерно-
го многообразия M 3

1 2{ , , }� � � , см. также [27]). 
Рассмотрим структуру системы (9). Она для 
простоты соответствует следующим уравнени-
ям геодезических линий с семью ненулевыми 
коэффициентами связности на касательном 
расслоении TM 3

1 2 1 2{ , , ; , , }� � �� � � � � �  многообразия 
M 3

1 2{ , , }� � �  (в частности, на расслоении (трех-
мерной) поверхности вращения, пространства 
Лобачевского и т.д.): 
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Действительно, выбрав новые координаты z1 ,  
z2 , z3  в касательном пространстве в виде 
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мы получаем следующие соотношения (ср. с (9)): 
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при этом уравнения (10) почти всюду эквива-
лентны совокупности (11), (12), которая, прежде 
всего, присутствует в системе (9) (при этом вме-
сто (11) лучше выбрать равенства ′α α= ( )3 3Z f , 
� �′1 2 1= ( )Z f , � � �′2 1 2 1= ( ) ( )Z f g ).

Отметим задачи, приводящие к уравнениям 
(10). ( a ) Системы на касательном расслоении к 
трехмерной сфере. Здесь необходимо выделить 
два случая метрик на сфере. Один случай – ме-
трика, индуцированная евклидовой метрикой 
объемлющего четырехмерного пространства. 
Такая метрика естественна для изучения задачи  
о движении точки по такой сфере. Второй  
случай  – приведенная метрика, индуцирован-
ная группами симметрий, характерных для про-
странственного движения динамически сим-
метричного (четырехмерного) твердого тела 
(см.   также [29–31]). ( b ) Системы на касатель-
ном расслоении более общей трехмерной по-
верхности вращения. ( c ) Системы на касатель-
ном расслоении пространства Лобачевского в 
модели Клейна.

Далее, в системе (8), (9) также присутствуют 
коэффициенты при параметре b ≥ 0 . Но, как и в 
системе (3), (4), они не нарушают консервативно-
сти, поскольку система (8), (9) обладает полным 
набором (пятью) гладких первых интегралов.

Если рассматривать общие уравнения геоде-
зических на касательном расслоении трехмер-
ного гладкого многообразия, то разных ненуле-
вых коэффициентов связности, вообще говоря, 
будет n n2( 1) / 2+  штук при n = 3 , т.е. 18 коэф-
фициентов. Как видно из этого, общая задача 
интегрирования уравнений геодезических до-
статочно сложна. К данному количеству коэф-
фициентов связности добавляются еще функ-
ции (в нашем случае f1( )α , f2( )α , f3( )α , g( )1β  из 
(11)), определяющие координаты на касатель-
ном расслоении.
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Поэтому, как было отмечено ранее, ограни-
чимся “лишь” 7 (n n( 1) 1− +  штукой при n = 3)  
ненулевыми коэффициентами связности, фор-
мирующими уравнения геодезических (10). 
При этом по такому количеству выбирается и 
количество функций, определяющих коорди-
наты на касательном расслоении – их будет 4  
(n n( 1) / 2 1− +  штука при n = 3 ). Таким образом, 
мы имеем 11 функции, характеризующие исклю-
чительно геометрию фазового многообразия и 
координаты на нем.

Каково же количество накладываемых ал-
гебраических и дифференциальных условий  
(B(3)) на имеющиеся A(3) = 11  функций  
(A n n n( ) = 3 ( 1) / 2 2− +  штуки при n = 3)? Ведь 
данные условия являются достаточными для 
полного интегрирования уравнений геодезиче-
ских. В данной работе будем накладывать B(3) = 8 
условий на имеющиеся A(3) = 11  функций.

Число B(3)  складывается из трех слагаемых: 
B B B B(3) = (3) (3) (3)1 2 3+ + . Число B1(3)  равно 
количеству условий, накладываемых на функ-
ции f1( )α , f2( )α , f3( )α , g( )1β , а именно, 

	 f f f1 2 =: ,α α α( ) ≡ ( ) ( ) 	 (13)

т.е. B1(3) = 1 (в общем случае B n n n1( ) = ( 1)( 2) / 2− − ).  
Число B2(3)  равно количеству условий, наклады
ваемых на коэффициенты связности, а именно, 
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т.е. B2(3) = 3  (в общем случае B n n n2( ) = ( 1) / 2− ). 
Число B3(3)  равно количеству алгебраических и 
дифференциальных условий, накладываемых и 
на функции f1( )α , f2( )α , f3( )α , g( )1β  и на коэф-
фициенты связности, а именно, 
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	 (15)

т.е. B3(3) = 4 (в общем случае B n n n3( ) = ( 1) / 2 1− + ).

Условия (15) опираются на (13), (14), благо-
даря чему количество аргументов в некоторых 
функциях уменьшается.

Видно, что в общем случае B n B n B n B n n n n( ) = ( ) ( ) ( ) = ( 1) ( 1) / 2 1,1 2 3
2+ + − + − + 

B n B n B n B n n n n( ) = ( ) ( ) ( ) = ( 1) ( 1) / 2 1,1 2 3
2+ + − + − +  при этом 

A n B n n( ) ( ) = ,−  что говорит об увеличении коли-
чества “произвольных” функций по сравнению 

с условиями, накладываемыми на них, ровно на 
n  ( n  – размерность рассматриваемого риманова 
многообразия). В нашем случае A B(3) (3) = 3− .

Как будет показано, для полного интегри-
рования системы (8), (9) достаточно знать пять 
независимых тензорных инвариантов: или пять 
первых интегралов, или пять независимых диф-
ференциальных форм, или какую-то комбина-
цию из интегралов и форм общим количеством 
пять. При этом, конечно, инварианты (в частно-
сти, для случая отсутствия внешнего поля сил) 
можно искать и в более общем виде, чем рассмо-
трено далее (ср. с [25, 26, 27]). И то, что полный 
набор состоит из пяти, а не из шести, тензорных 
инвариантов (помимо тривиального – вектор-
ного поля самой системы [23]), показано ниже.

Как известно, первым интегралом уравнений 
геодезических линий (10), переписанных в виде 
�� � �x x x x ii

j k jk
i j k+∑ , =1

3
( ) = 0, = 1,2,3,Γ  является глад-

кая функция Φ( ; ) = ( ) ,
, =1

3� � �x x g x x x
j k jk

j k∑  но мы 

представим его в более простой форме, нужным 
образом подобрав координаты на касательном 
расслоении, тем самым “выпрямив” квадратич-
ную форму на фазовом многообразии.

Кроме того, подчеркнем, что в следующей 
теореме 2 (справедливой и при более общих ус-
ловиях) накладываются 8 алгебраических и диф-
ференциальных соотношений (13)–(15) на 11 
функций: на функции f1( )α , f2( )α , f3( )α , g( )1β  и 
на 7, вообще говоря, ненулевых коэффициентов 
связности � jk

i ( , )� � . 
Теорема 2. Если выполнены условия (13)–(15), то 

система (8), (9), рассмотренная на произведении  
R+ ×1 3

3 2 1 1 2{ } { , , ; , , }v TM Z Z Z � � � , обладает полным 
набором, состоящим из пяти гладких первых ин-
тегралов вида 
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Более того, после некоторого ее приве-
дения – замен независимой переменной 
d dt f d d/ = ( ) /3 � �  и фазовых 
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– фазовый поток системы (8), (9) сохраняет 
фазовый объем с плотностью ρ( ) = 3v v  на про-
изведении R+ ×1 3

3 2
*

1
*

1 2{ } { , , ; , , }v TM w w w � � � , т.е. со-
храняется соответствующая дифференциальная 
форма v dv dw dw dw d d d3

3 2
*

1
*

1 2.∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧� � �  

Заметим также, что равенство (15) может 
трактоваться как возможность преобразования 
квадратичной формы метрики многообразия к 
каноническому виду с законом сохранения энер-
гии (16). История и текущее состояние рассмо-
трения данной более общей проблемы достаточ-
но обширны (отметим лишь работы [29, 30]). Ну 
а поиск первых интегралов опирается на наличие 
в системе дополнительных групп симметрий.

ВВЕДЕНИЕ ВНЕШНЕГО  
СИЛОВОГО ПОЛЯ С ДИССИПАЦИЕЙ 

ЧЕРЕЗ УНИМОДУЛЯРНЫЕ 
ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

Модифицируем систему (8), (9) при наличии 
двух ключевых параметров b ≥ 0 , b1 0≠ , вводя 
внешнее силовое поле. Если ввести такое поле, 
добавив коэффициент F f( ) ( )3α α  в уравнение на 
Z ′3  системы (21), (22) и даже положив при этом 
b1 = 0 , полученная система, вообще говоря, не 
будет консервативной. Консервативность будет 
при дополнительном условии: b = 0 . Но мы рас-
ширим введение силового поля, положив b > 0 ,  
b1 0≠ . При этом (как и выше) сделаем вспомо-
гательную замену независимого переменного 
t  на τ  по формуле d dt f d d/ = ( ) /3 � �  и будем 
по-прежнему штрихом обозначать производную 
по τ . Рассматриваемая система на прямом про-
изведении числового луча и касательного рас-
слоения TM Z Z Z3

3 2 1 1 2{ , , ; , , }� � �  примет вид 
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здесь µ > 0  – параметр. При этом коэффициен-
ты консервативной составляющей внутреннего 
силового поля содержат параметр b , а неконсер-
вативной составляющей внешнего поля – пара-
метр b1 .

Силовое поле в уравнениях на ′v , ′Z  опреде-
ляется функцией �( , )� Z . Опишем введение си-
лового поля в виде двумерного столбца, в первой 
строке которого стоят коэффициенты из уравне-
ния на ′α , а во второй строке – коэффициенты 
из функции �( , )� Z . Таким образом, совместное 
силовое поле (в котором присутствуют три пара-
метра b ≥ 0 , b1 0≠ , µ > 0 ) будет иметь вид 
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	 (23)

где U  – преобразование с определителем, рав-
ным µ , и являющееся унимодулярным преоб-
разованием при µ = 1 . В частности, если µ = 1 , 
а �( ) =� �cos  или �( ) =� �sin , то данное преоб-
разование задает поворот на угол α . Более того, 
такое преобразование вносит в систему дисси-
пацию (как одного знака, так и другого, см. так-
же [25–27]).
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ИНВАРИАНТЫ СИСТЕМ СЕДЬМОГО 
ПОРЯДКА С ДИССИПАЦИЕЙ

Перейдем теперь к интегрированию систе-
мы седьмого порядка (21), (22) при выполнении 
свойств (13)–(15), которые обеспечивают отде-
ление независимой подсистемы пятого порядка.

Как будет показано, для полного интегриро-
вания системы (21), (22) достаточно знать пять 
независимых тензорных инвариантов: или пять 
первых интегралов, или пять независимых диф-
ференциальных форм, или какую-то комбина-
цию из интегралов и форм общим количеством 
пять. При этом, конечно, инварианты можно 
искать и в более общем виде, чем рассмотрено 
далее. Кроме того, подчеркнем, что в следующей 
теореме 3 (которая справедлива и при более об-
щих условиях) накладываются 8 алгебраических 
и дифференциальных соотношений (13)–(15) на 
11 функций: на 4 функции f1( )α , f2( )α , f3( )α , 
g( )1β  и на 7, вообще говоря, ненулевых коэффи-
циентов связности � jk

i ( , )� � .
Тогда после замены фазовых переменных 

(20) система (21), (22) распадается следующим 
образом: 
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Видно, что для полной интегрируемости си-
стемы (24)–(27) достаточно указать два неза-
висимых тензорных инварианта системы (25), 
один – для системы (26) (после соответствую-
щей замены независимого переменного в ней) 
и два дополнительных тензорных инварианта, 
“привязывающих” уравнения (24) и (27) (т.е. 
всего пять).

Внесем некоторые ограничения на силовое 
поле. Пусть для некоторого κ ∈ R  выполнено 
равенство 
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а для некоторого λ ∈ R  – равенство 

	 F
d

d
� �

�
�

� � �( )
( )

( ) ( )=
2

= .
2�

� �� 	 (29)

Условие (28) назовем “геометрическим”, а 
условие (29) – “энергетическим”. Условие (28) 
названо геометрическим в том числе потому, что 
накладывает условие на ключевой коэффициент 
связности �3( )� , приводя соответствующие ко-
эффициенты системы к однородному виду от-
носительно функции �( )�  при участии функций 
f ( )α , f2( )α , входящих в кинематические соот-

ношения. Условие (29) названо энергетическим 
в том числе потому, что (внешние) силы стано-
вятся, в некотором смысле, “потенциальными” 
по отношению к “силовой” функции �2( ) / 2� ,  
приводя соответствующие коэффициенты си-
стемы к однородному виду (опять же относи-
тельно функции �( )� ). При этом сама функция 
�( )� , в определенном смысле, и вносит в систе-
му диссипацию разных знаков или так называе-
мую (знако)переменную диссипацию (см. также 
[32–34]).

Теорема 3. Пусть для некоторых � �, ∈ R  выпол-
няются условия (28) и (29). Тогда система (24)–
(27) обладает полным набором – пятью (одним 
гладким и четырьмя, вообще говоря, имеющими су-
щественно особые точки) независимыми первыми 
интегралами. Кроме того, она также обладает 
пятью инвариантными дифференциальными фор-
мами, между собой независимыми, но зависимыми 
с первыми интегралами. 

Действительно, благодаря однородным пере-
менным u1 , u2 , w u2 1= ( ),� �  w u3 2= ( ),� �  из си-
стемы (25) можно получить следующие диффе-
ренциальные соотношения: 
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из которых легко следует уравнение первого по-
рядка 
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Уравнение (31) имеет вид уравнения Абеля 
[35–37]. В частности, при κ = 1−  оно имеет сле-
дующий первый интеграл: 

	 u u b u
u
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1
1= = ,

+ + −�� �
const 	 (32)

который в прежних переменных выглядит как 
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Используем для подсчета дивергенции век-
торного поля W v w w w2 3 2

*
1
*

1 2( ; , , ; , , )� � � , w w2
*

2= | |ln ,  

w w w1
*

1 1
2= 1ln + + , системы (24)–(27) с дисси-

пацией функцию ρ2
3( ) =v v  (полученную для си-

стемы (8), (9)). Тогда составная система уравне-
ний характеристик для уравнения 

	 div � � � � � � �v w w w W v w w w; , , ; , , ; , , ; , , = 03 2
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будет состоять из системы (24)–(27) (правая 
часть которой умножена на функцию ρ2

3( ) =v v )  
и следующего добавочного уравнения: 

	 ′ − ( )� �� � �= .3
1v b �� 	 (35)

Системе (24)–(27), (35) уравнений характери-
стик можно сопоставить следующие соотноше-
ния: два из (30) и 
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В общем случае искомые первые интегралы 
выписываются громоздко (в частности, если 
κ = 1− , то используется равенство (32)). При 
участии уравнений (30) получается дополни-
тельный первый интеграл системы (25), имею-
щий следующий структурный вид: 
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При этом (при κ = 1− ) первый интеграл (37) 
найдется из уравнения Бернулли 
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Выражение первого интеграла (37) через ко-
нечную комбинацию элементарных функций 
главным образом зависит от явного вида функ-
ции �( )� .

Кроме того, у системы (24)–(27) существует 
гладкий первый интеграл, который, например, 
при b b= 1−  примет вид 

	 �
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Первый интеграл для независимой (после за-
мены в ней независимого переменного) подси-
стемы (26) будет иметь вид 
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о функции �( )1�  см. (18). А дополнительный 
первый интеграл, “привязывающий” уравнение 
(27), находится по аналогии с (19): 
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Уравнение (36), в свою очередь, позволяет 
получить функцию � � � �( ; , , ; , , )3 2

*
1
*

1 2v w w w , которая 
определяет инвариантную дифференциальную 
форму объема. Действительно, справедливо сле-
дующее инвариантное соотношение: 
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Отсюда, в частности, следует, что одним из 

возможных вариантов инвариантной диффе-
ренциальной формы объема является следую-
щая форма: 
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Таким образом, общее решение линейного 
уравнения (34) в частных производных примет 
следующий вид: 

� �= ; ; , , , , ,3 0 1 2 3 4R v w( ) ⋅ [ ]F � � � � �

где F Θ Θ Θ Θ Θ0 1 2 3 4, , , ,[ ]  – произвольная глад-
кая функция пяти аргументов, при этом 
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Θ Θ Θ Θ Θ0 1 2 3 4, , , ,  – пять независимых первых ин-
тегралов (39), (33), (37), (40), (41) соответственно.

В частности, за четыре функционально неза-
висимых решения линейного уравнения (34) в 
частных производных можно взять следующие 
функции: 

� � � �0 3 2 3 0 3 2; , ; = ; ; ; , ; ,v w w R v w v w w( ) ( ) ⋅ ( )�

 � � � �1 3 2 3 1 3 2; , ; = ; ; , ; ,v w w R v w w w( ) ( ) ⋅ ( )�

� � � �2 3 2 3 2 3 2; , ; = ; ; , ; ,v w w R v w w w( ) ( ) ⋅ ( )�

� � � � �3 3 1 1 3 3 1 1; , ; , = ; ; ; ,v w w R v w w( ) ( ) ⋅ ( )�

� � � � � � �4 3 1 2 3 4 1 2; ; , , = ; ; , .v w R v w( ) ( ) ⋅ ( )�

СТРОЕНИЕ ИНВАРИАНТОВ ДЛЯ СИСТЕМ 
С ДИССИПАЦИЕЙ И ПРИЛОЖЕНИЯ

Система (24)–(27) является динамической 
системой с переменной диссипацией [32–34]. 
При этом при F( ) 0α ≡  она превращается в си-
стему консервативную, эквивалентную (8), (9). 
Последняя, в частности, при некоторых есте-
ственных условиях обладает двумя гладкими 
первыми интегралами вида (16), (17) в координа-
тах w . Более того, если функция F ( )α  не равна 
тождественно нулю, но b1 = 0 , то система (24)–
(27) при условии (29) обладает первым интегра-
лом вида 
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2

2
2

3
2

3
2B v w w v w w B w� �� � � �+ + −  –  

семейство функций, зависящих от параметра 
B ≥ 0 .

Очевидно, что отношение двух первых инте-
гралов (43), (17) (в координатах w ) также являет-
ся первым интегралом системы (24)–(27) при не 
равенстве функции F ( )α  тождественно нулю, но 
b1 = 0 . Но при b1 > 0  каждая из функций 
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и (17) (в координатах w ) по отдельности не яв-
ляется первым интегралом системы (24)–(27). 
Однако отношение функций (44), (17) (в коор-
динатах w ) является первым интегралом (33) си-
стемы (24)–(27) (для простоты, при κ = 1− ) при 
любом b1 > 0 .

Вообще же, как и указывалось ранее, для си-
стем с диссипацией трансцендентность функций 

(в смысле наличия существенно особых точек) 
как первых интегралов наследуется из нахожде-
ния в системе притягивающих или отталкиваю-
щих предельных множеств [24, 33, 34].

Выделим теперь существенные случаи для 
функций f ( )α , f3( )α , определяющих метрику на 
трехмерной сфере, и функции �( )� : 
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а также следующий случай, имеющий самостоя-
тельный интерес: 
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Случай (45) формирует класс систем (21), (22) 
при µ = 1 , соответствующих движению динами-
чески симметричного четырехмерного твердого 
тела на нулевых уровнях циклических интегра-
лов в неконсервативном поле сил. В частности, 
при �( ) ( ) 0� �≡ ≡F  рассматриваемая система 
описывает геодезический поток на трехмерной 
сфере. В случае (45), если �( ) = ( ) / ,� � �F cos  то 
система описывает движение четырехмерно-
го твердого тела в силовом поле F ( )α  под дей-
ствием следящей силы [32]. В частности, если 
F( ) = , ( ) = ,� � � � �sin cos sin�  то система эквива-
лентна обобщенному сферическому маятнику, 
находящемуся в неконсервативном поле сил (“по-
мещенному в поток набегающей среды”), и обла-
дает полным набором первых интегралов c суще-
ственно особыми точками, выражающихся через 
конечную комбинацию элементарных функций.

Случай (46) формирует класс систем (21), 
(22), соответствующих движению точки по трех-
мерной сфере с метрикой, индуцированной ев-
клидовой метрикой объемлющего четырехмер-
ного пространства.

Случай (47) формирует класс систем (21), (22), 
соответствующих движению точки в трехмерном 
пространстве Лобачевского в модели Клейна.
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В двух последних случаях функция �( )�  про-
бегает некоторое функциональное множество.

В заключение некоторое замечание об инте-
грируемости. Как известно, понятие интегриру-
емости достаточно многообразное. В данной же 
работе предъявлены полные наборы не только 
первых интегралов, но и инвариантных диффе-
ренциальных форм для однородных систем седь-
мого порядка. Эти наборы содержат в себе почти 
всюду гладкие функции, имеющие существенно 
особые точки. Показана связь наличия предъяв-
ляемых инвариантных форм c набором первых 
интегралов. Примеры, перечисленные выше из 
приложений, также являются новыми нетриви-
альными случаями интегрируемости систем гео-
дезических и систем с диссипацией в явном виде 
(см. также [38, 39, 40]).
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New cases of integrable dynamical systems of the seventh order homogeneous in terms of variables are presented, 
in which a system on a tangent bundle to a three-dimensional manifold can be distinguished. In this case, the 
force field is divided into an internal (conservative) and an external one, which has a dissipation of a different 
sign. The external field is introduced using some unimodular transformation and generalizes the previously 
considered fields. Complete sets of both first integrals and invariant differential forms are given. 
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