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Оператором Колмогорова с зависящими от 
времени коэффициентами на Rd  называют эл-
липтический дифференциальный оператор вто-
рого порядка вида 

L x t a x t x

b x t x

i j d

ij
xi x j

i d

i
xi

ϕ ϕ

ϕ

( , ) = ,

, ,

, ≤

≤

∑

∑

( )∂ ∂ ( ) +

+ ( )∂ ( )

где для фиксированного отрезка [ , ]τ T  на 
Rd T×[ , ]τ  заданы отображение b bi= ( )  со зна-
чениями в Rd  и отображение A aij= ( )  со зна-
чениями в пространстве неотрицательно опре-
деленных симметричных d d× -матриц, причем 
функции bi  и aij  измеримы по Борелю. Для та-
кого оператора ставится задача Коши для урав-
нения Фоккера–Планка–Колмогорова 

 ∂ ∂ ∂ ( )− ∂ ( )
≤ ≤
∑ ∑t t
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ij
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i d
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ta bµ µ µ=
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с начальным условием � �� = , где ν  – борелев-
ская вероятностная мера на Rd . Вероятностным 
решением указанной задачи Коши называется 
семейство ( ) [ , ]� �t t T∈  борелевских вероятностных 
мер на Rd , для которых функция t Et� µ ( )  из-

мерима по Борелю для всякого борелевского 
множества E  в Rd , конечны интегралы 

0
( , ) ( , )

T

K

ij i
sa x s b x s dx ds∫ ∫ + ( )µ

для компактов K d⊂ R  и для каждой функции 
ϕ ∈ ∞C d

0 ( )R  выполнено тождество 

R R Rd t d

t

d sd d L d ds∫ ∫ ∫ ∫−� � � � � �
�

= .

Требуемое при этом условие локальной ин-
тегрируемости коэффициентов относительно 
решения автоматически выполнено в случае 
локально ограниченных коэффициентов. Реше-
нием называют также меру µ µ= ( )t dx dt , которая 
определяется равенством 

R Rd T

T

d tf d f x y dx dt
×∫ ∫ ∫ ( ) ( )

[ , ]
= , .

� �
� �

Указанное условие на коэффициенты есть 
локальная интегрируемость относительно µ .

Пусть y d∈ R  и ( ) [ , ]� �t
y

t T∈  – семейство боре-
левских вероятностных мер на Rd , удовлетво-
ряющее уравнению (1) с начальным условием 
� �� = y  – мерой Дирака в точке y . В работе 
Колмогорова [1] было показано, что в случае до-
статочно регулярных коэффициентов они могут 
быть вычислены по таким решениям посред-
ством формул 

 
h
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h
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естественно возникает вопрос о возможно-
сти восстановления коэффициентов по реше-
ниям в общем случае. В недавней работе [2] по-
казано, что если коэффициенты непрерывны, 
удовлетворяют оценкам 

a x t C x

b x t C x

ij

i

, 1 ,

, 1

2( ) ≤ +( )
( ) ≤ +( ),

с некоторой постоянной C  (при этих оценках 
интегралы от | |2x  по мерам µt  ограничены на 
отрезках), то указанные а.Н. Колмогоровым ра-
венства справедливы.

если коэффициенты aij , bi  не имеют непре-
рывных версий, то эти равенства нуждаются в 
уточнении, так как поточечно они могут не вы-
полняться просто из-за того, что изменение ко-
эффициентов на множестве нулевой µt dt -меры 
не меняет уравнение. Кроме того, интересно 
получить аналоги этих равенств в случае, когда 
начальное условие не является дельта-мерой. 
Ниже в теореме 2 представлен результат тако-
го рода. Он дает широкие достаточные условия 
восстановления коэффициентов по решению, 
покрывающие случай непрерывных коэффици-
ентов и дираковских начальных распределений, 
а также случай разрывных коэффициентов и на-
чального распределения, заданного плотностью 
с некоторыми свойствами. Доказательства будут 
опубликованы в подробной статье.

Определение 1. Будем говорить, что борелев-
ская функция f  на Rd T×[ , ]τ  аппроксимируе-
ма относительно семейства вероятностных мер 
( )[ , ]� �t T , если существует такая последователь-
ность ограниченных борелевских функций fn  на 
Rd T×[ , ]τ , что эти функции непрерывны по x , 
выполнено равенство 

 
t x U

n nf x t f x
→ ∈

( )− ( )
τ

τlimsup , , = 0  (4)

для каждого шара U , а также выполнено равен-
ство 

 
n

s T n L s
f s f s

→∞
∈[ ] ( )⋅( )− ⋅( )lim esssup τ µ, 1, , = 0.  (5)

В силу этого определения для всякого ε > 0  
существует такой номер N , что для всех m n N, ≥  
и почти всех s T∈ [ , ]τ  справедлива оценка 

� �f s f sm n L s
(, ) (, ) .1( )
⋅ − ⋅ ≤

�
�

Поэтому найдется такое множество S T⊂ [ , ]τ  
с дополнением меры нуль, что при всех s S∈  
последовательность f sn( , )⋅  сходится в L s

1( )µ  к 

некоторому пределу f s�( , )⋅ . Нетрудно проверить, 
что сходимость имеет место и при s = τ , так что 
можно считать, что τ ∈ S  и поэтому есть функ-
ция f�( , )⋅ τ , которая будет играть важную роль в 
теореме 2.

Новая функция f�  является версией исходной 
в том смысле, что f x s f x s�( , ) = ( , )  почти всюду от-
носительно меры µ  на Rd T×[ , ]τ . Это свойство, 
конечно, зависит от меры µ , но если извест-
но, что всякое вероятностное решение данного 
уравнения Фоккера–Планка–Колмогорова об-
ладает почти всюду положительной плотностью 
относительно меры Лебега на Rd T×[ , ]τ , то по-
строенная версия универсальна для всех мер с 
плотностями. Известны различные достаточные 
условия положительности плотностей всех ве-
роятностных решений, в частности, достаточно, 
чтобы матрица диффузии была локально лип-
шицева и обратима, а коэффициент сноса был 
локально ограничен (см. [3, гл. 8]).

Ясно, что всякая непрерывная и ограничен-
ная функция f  на [ , ]τ T d×R  аппроксимируема 
относительно ( ) [ , ]� �t t T∈ , причем можно считать, 
что f f� = .

Приведем достаточное условие аппроксими-
руемости функции f  относительно семейства 
( ) [ , ]� �t t T∈ , выполненное без предположения о ее 
непрерывности.

Теорема 1. Предположим, что для почти всех 
t T∈ [ , ]τ  мера µt  имеет плотность ρ( , )⋅ t  отно-
сительно меры Лебега, причем на всяком шаре U  
функции ρ( , )⋅ t  равномерно интегрируемы (напри-
мер, равномерно ограничены в L Up( ) , где p > 1). 
Пусть локально ограниченная измеримая функция 
f  удовлетворяет следующим условиям: 

 
R t T x R tf x t dx
→∞ ∈[ ] ≥∫ ( )lim sup

�
�

, | |
( , ) = 0,  (6)

для каждого шара U  множество функций 
x f x t� ( , )  имеет компактное замыкание в L U1( )  и 

 
t x U

f x t f x
→ ∈

( )− ( )
τ

τlimsup , , = 0.  (7)

Тогда функция f  аппроксимируема относи-
тельно семейства ( ) [ , ]� �t t T∈ . 
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Пример 1. (i) Всякая ограниченная измери-
мая функция f , не зависящая от t , аппрокси-
мируема относительно семейства мер ( ) [ , ]� �t t T∈ , 
непрерывного по t  в слабой топологии и удов-
летворяющего указанному в предложении ус-
ловию на плотность ρ . Действительно, условие 
предкомпактности и (7) тривиально выполнены, 
а для проверки (6) достаточно заметить, что дан-
ное семейство мер равномерно плотно по теоре-
ме Прохорова, поскольку оно компактно в сла-
бой топологии в силу непрерывности µt  по t .

(ii) Всякая непрерывная функция f , не за-
висящая от t , аппроксимируема относительно 
всякого семейства мер ( ) [ , ]� �t t T∈ , относитель-
но которого она равномерно интегрируема. 
Здесь в качестве gn  можно брать срезки ψn f( ),  
где ψn u u( ) =  при | |u n≤ , ψn u n( ) =  при u n> ,  
ψn u n( ) = −  при u n<− . Например, это верно, 
если функция f  непрерывна, удовлетворяет 
оценке | ( ) | | |f x C C x k≤ +  и меры µt  обладают 
равномерно ограниченными моментами неко-
торого порядка m k> .

(iii) Более общим образом, непрерывная на 
Rd T×[ , ]τ  функция f  аппроксимируема отно-
сительно семейства мер ( ) [ , ]� �t t T∈ , если функции 
f t( , )⋅  равномерно интегрируемы относительно 

мер µt . Например, это верно при тех же оценке 
| ( , ) | | |f x t C C x k≤ +  и условии равномерной 
ограниченности моментов меры µt  порядка 
m k> . В частности, если ( ) [ , ]� �t t T∈  – решение 

задачи (1), где | ( , ) | (1 | | )2a x t C xij ≤ + , 
| ( , ) | (1 | |)b x t C xi ≤ +  и начальное условие имеет 
второй момент, то непрерывная функция f  с 
оценкой | ( , ) | (1 | | )1

2f x t C x≤ + , аппроксимируе-
ма относительно ( ) [ , ]� �t t T∈ . 

При применении к решениям задачи (1) ука-
занное условие на плотности исключает сингу-
лярные начальные распределения в момент τ ,  
но известно, что оно выполнено, если матри-
цы A x t( , ) 1−  равномерно ограничены, матрицы 
A x t( , )  равномерно липшицевы по x , а плот-

ность � �( , )⋅  локально ограничена (см. [3, §7.3]).

Приведем основной результат о восстановле-
нии коэффициентов A  и b  по вероятностному 
решению ( ) [ , ]� �t t T∈  уравнения (1) при следую-
щем условии: 

 
a x t

x
b x t dx dt

ij
i

t
,

1
, , = .

( )
+

( ) ( )интегрируемы в мере µ µ  (8)

В формулировке используется некоторое се-
мейство мер µt

y , порожденное решением задачи 
(1) с начальным распределением ��  и дающее 
решения задачи (1) с дираковскими начальны-
ми распределениями δy . Это семейство стро-
ится следующим образом. Согласно известному 
принципу суперпозиции (см. [6], [7], [8]), при 
условии (8) существует такая борелевская веро-
ятностная мера P  на пространстве непрерыв-
ных траекторий � := ([ , ], )C T d� R  с его обычной 
sup-нормой, что 

� � �t t tP e e t= , ( ) = ( ),1� − где

и для всякой функции ϕ ∈ ∞C d
0 ( )R  отображение 

� � � � � � � �
�

, ,t t L s s ds
t

( ) ( )( )− ( )( )− ( )( )∫�

является мартингалом относительно P  и филь-
трации Ft , порожденной отображениями es , 
τ ≤ ≤s t . Такая мера P  называется решением 
мартингальной задачи (см. [4], [5]). Пусть P y  –  
условные меры, получающиеся при дезинте-
грировании меры P  относительно меры �� . 
Это означает, что мера P  записывается в виде 
P d P d dyy( ) = ( ) ( )� � �� , т.е. для всякого борелев-
ского множества B ⊂ Ω  выполнено равенство 

P B P B dyd
y( ) ( ) ( )∫= ,

R
��

где каждая мера P y  сосредочена на множестве 
e yτ
−1( )  и борелевски зависит от y . Непосред-

ственно проверяется, что для �� -почти всяко-
го y  семейство мер µt

y y
tP e= 1� −  является ре-

шением уравнения (1) с начальным условием 
� ��

y
y= .

Отметим, что решения µt
y  не обязаны суще-

ствовать при всех y . Кроме того, не предпола-
гается единственность решения задачи Коши. В 
случае неединственности важно использовать 
именно указанные решения, порожденные ре-
шением мартингальной задачи (его единствен-
ность также не предполагается).

Теорема 2. Предположим, что 

t T
d tx dx

∈[ ]
∫ ( ) ∞

�
�

,

2
<sup

R

и коэффициенты bi  аппроксимируемы относи-
тельно семейства ( ) [ , ]� �t t T∈ . Тогда справедливо 
равенство 

h
d

d
i i

h
y

i

h
x y dx

b y

dy
→ +

+
∫
∫ −( ) ( )−

− ( )
( )

0

1

,

= 0.lim
R

R
�

�
��
�

�
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Если, более того, функции aij  интегрируемы 
относительно меры µ  и функции x bj

i  аппрок-
симируемы относительно семейства ( ) [ , ]� �t t T∈ , 

причем при некотором p > 2  интегралы от 
| |x p  по мерам µt  равномерно ограничены  
и t L t

b tsup � �( , ) <2( )
⋅ ∞

µ
, то верно равенство 

 
h

d d
i i j j

h
y ij

h
x y x y dx a y dy

→ +
+∫ ∫ −( ) −( ) ( )− ( ) ( )

0

1
2

, = 0.lim
R R

� � �� �
�  

Таким образом, равенства (2) и (3) выполнены в 
смысле сходимости в L1( )�� . 

Статья поддержана проектом 23-Ш05-16 в 
рамках Междисциплинарных научно-образова-
тельных школ Московского университета.
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Для функций, принадлежащих пространству Соболева W n�
∞[0;1], и произвольной точки a ∈ (0;1)  

получены наилучшие оценки в неравенстве | ( ) | ( ),0,
( )

[0;1]f a A a fn
n

L� ∞ ∞
⋅ � � . Установлена связь 

этих оценок с наилучшими приближениями сплайнов специального вида многочленами в L1[0;1]  
и с ядром Пеано. Найдены точные константы вложения пространства W n�

∞[0;1] в L∞[0;1] . 

Ключевые слова: оценки производных, пространства Соболева, теоремы вложения, аппроксимация 
многочленами, ядро Пеано 

DOI: 10.31857/S2686954324020022,  EDN: XJEWHK

1. ВВеДеНИе

Рассмотрим пространство Соболева W n�
p[0;1] 

(1� �p ∞), состоящее из вещественнозначных 
функций f , обладающих абсолютно непрерыв-
ными производными до порядка n−1  включи-
тельно, таких, что f Ln

p
( ) [0;1]∈ , и удовлетворя-

ющих краевым условиям 

f f j nj j( ) ( )(0) = (1) = 0, = 0,1, , 1.… −

Пространство Wp
n[0;1]

�
 снабжено естествен-

ной нормой 

f f n

Lp

:= ( )

0;1[ ]
.

Для каждого a ∈ (0;1)  и k n= 0, 1−  поставим 
целью изучить величины A an k p, , ( ) , являющиеся 
наименьшими возможными в неравенствах 

f a A a fk
n k p

n

Lp

( )
, ,

( )

[0;1]
.( ) ≤ ( )

Далее нас интересует глобальный максимум 
функции An k p, ,  на отрезке [0;1] : 

Λn k p
a

n k pA a, ,
(0;1)

, ,:= ( ),
∈
max

при этом очевидно, что A An k p n k p, , , ,(0) = (1) = 0 .

число Λn k p, ,  является точной константой 
вложения пространства Wp

n[0;1]
�

 в пространство 
W k
∞[0;1]
�

, k n= 0, 1− : 

Λn k p
k

L

n

Lp

f f, ,
( )

[0;1]

( )

[0;1]
= : = 1 .sup

∞















В работе [1] было показано, что функции 
An k, ,2  обладают следующим свойством: при чет-

ных k  глобальный максимум находится в сере-
дине отрезка, а при нечетных k  середина отрез-
ка является локальным минимумом. Глобальный 
максимум An k, ,2  при нечетных k  находится в 
точке локального максимума, ближайшего к 
середине отрезка. Также были явно вычислены 
константы Λn k, ,2  при всех четных k , в то время 
как случай нечетных k  оказался сложнее.

В работе [2] получено явное описание функ-
ций An k, ,2  в терминах гипергеометрических 
функций типа 3 2F . В работе [4] изучались функ-
ции An n, 1,− ∞  и было показано, что они облада-
ют таким же свойством, что и An k, ,2 : при четных 
k n= 1−  глобальный максимум находится в се-

1 Московский государственный университет 
им. М.В. Ломоносова, Московский центр 
фундаментальной и прикладной математики, 
Москва, Россия
*E-mail: danil.kazimirov@math.msu.ru
**E-mail: iasheip@yandex.ru
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редине отрезка, а при нечетных k n= 1−  сере-
дина отрезка является локальным минимумом. 
Глобальный максимум An n, 1,− ∞  при нечетных 
k n= 1−  находится в точке локального максиму-
ма, ближайшего к середине отрезка. Также в [4] 
были вычислены константы вложения Λn n, 1,− ∞  
при всех n ∈ N .

Укажем основные цели данной работы: 1) 
изучить свойства функций An,0,∞ , показать их 
связь с задачей о наилучшем полиномиальном 
приближении в L1[0;1] , а также найти их пред-
ставление через ядро Пеано; 2) получить фор-
мулы для Λn,0,∞ . Основной результат работы со-
держится в следующем утверждении. 

Теорема. 

Λn n

n n

n

n

F
n n

n
n

n
n

,0, 2

2 1

=
1

2 2 1 !!

1,
1

2 2
,

3
2 2

2 1
2 2

2 3
2

∞ −

+ +

+

+( )

+ +
+
+

+

π

…

++
+
+

+
+

−





















+

2
,

2 5
2 2

, ,
4 3
2 2

; ( 1) .1

n
n

n
n

n

…

Символ p qF  обозначает гипергеометриче-
скую функцию типа ( , )p q .

Структура работы следующая. В §  2 устанав-
ливается связь задачи о нахождении An k p, ,  с наи-
лучшим приближением определенных сплайнов 
многочленами в Lp′[0;1]  (1 1 = 1p p+ ′ ). В § 3 
вводятся специальные классы функций и пока-
зывается связь задачи об их наилучшем прибли-
жении многочленами в L1[0;1]  с ядром Пеано. В 
§ 4 выводится окончательная формула для кон-
стант вложения Λn,0,∞  в терминах гипергеоме-
трических функций. Характер асимптотическо-
го поведения Λn,0,∞  при n→∞  установлен в  
§ 5.

2. СВЯЗЬ An k, ,∞   
С L1-аППРОКСИМаЦИЯМИ

Рассмотрим в W n
2 [0;1]
�

 функционал 
f f ak� ( )( ) . В соответствии с теоремой Рисса 

он задан единственной функцией g x an k, ( , ) , ко-
торая (см. [5]) имеет вид 

 g x a
n k

a x h x a x a

n k

n k
n k n

n k

,

1

,

, =

1

2 1 !
1 1 ,1 , 0;

( )

−( )
− −( )

−( ) − −( ) ∈ [
− −

− ]]

−( )
− −( )

−( ) ( ) ∈ [ ]









 −
−

,

1

2 1 !
1 , , ;1

1

,

n
n k n

n kn k
a x h x a x a ,



 (1)

где 

h x a C x a Cn k
l

n
n l

n k
n l n l l

m

l

n m
m

,
=0

1
1

2 1
1 1

=0
1, = 1( ) −( )

−
− −

− −
− − − −

− +∑ ∑ xxm.

Т.е. 

f a f x g x a dxk n
n k
n( )

0

1 ( )
,

( )( ) = ( ) ( , ) .∫
Обозначим через Pm  пространство веще-

ственных многочленов степени не выше m : 

Pm
j

m

j
j

jc x x c j m= , , ,0 .
=0
∑ ∈














R � �

В работе [3, теорема 2] получен следующий 
результат. При 1� �p ∞  справедливо равенство 

 A a g un k p
u n

n k
n

Lp
, ,

1
,

( )

[0;1]
( ) = ,

∈ − ′
−

P
min  (2)

где 
1 1

= 1
p p
+ ′ .

Таким образом, описание An k, ,∞  сводит-
ся к наилучшему приближению многочлена-
ми сплайна gn k

n
,

( )  в L1[0;1] . аппроксимациям в 
L1[0;1] , в том числе и многочленами, посвящено 
много работ, перечислить все не представляется 
возможным. Упомянем лишь монографию [6]. 
Определим следующие функции: 

G x a g

G x a g

n k n k
n

a

n k n k
n

a

, ,1 ,
0;

, ,2 ,
;1

, := ,

, := .

( )

( )

( )

[ ]

( )

[ ]

Эти функции суть многочлены степени не 
выше n−1, при этом 

G x a G x a

x a

n k

n k n k

n k n k

a

, ,1 , ,2

1 1

0;

, , =

1

1 !

( )− ( )

=
−( ) −( )

− −( )

− − − −

[ ]χ ..

Здесь χ[0; ]a  – характеристическая функция 
отрезка [0; ]a .
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Следовательно, вычисление A an,0, ( )∞  равно-
сильно нахождению при каждом a ∈ (0;1)  для 

сплайна 
( 1) ( )

( 1)!

1 1

[0; ]
− −

−

− −n n

a
x a

n
χ  наилучшего при-

ближения в L1[0;1]  многочленами степени не 
выше n−1, т.е. справедлива 

Теорема 1. 

A a
x a

n
un

u n

n

a

L

,0,
1

1

[0; ]

1[0;1]

( ) =
( )

( 1)!
.∞

∈ −

−−
−

−
P

min χ

3. СПеЦИаЛЬНЫе КЛаССЫ ФУНКЦИй  
И ЯДРО ПеаНО 

1) Для натуральных n  рассмотрим многочле-
ны чебышёва второго рода 

U x
n

x xn ( )
+( )

∈ −[ ]:=
1

, = , 1;1 .
sin

sin
cos

θ
θ

θ

Корни многочлена U xn( ) , перенесенного на 
отрезок [0;1]  (т.е. многочлена U xn(2 1)− ), име-
ют вид 

a a
j

n
j nj j n:= =

2( 1)
, = 1, .,

2sin
π
+

Для функции f L∈ 1[0;1]  через u f  обозна-
чим многочлен, который интерполирует f  в 
точках { } =1a j j

n . через Mn  обозначим множество 
всех таких функций f L∈ 1[0;1] , для которых 
( )( 1) ( (2 1))f u U xf

n
n− − −sgn  не меняет знак на 

отрезке [0;1] .

2) через Fn  (соответственно Fn
+ ) будем обо-

значать множество функций f L∈ 1[0;1] , пред-
ставимых в виде 

f x u x
x s

n
dg s

x
n

( ) ( ) +
−( )
−( ) ( )∫

−

=
1 !

,
0

1

где g  – функция ограниченной вариации (соот-
ветственно неубывающая), u n∈ −P 1 .

Известно ([7, (2.10)]), что F Mn n
+ ⊂ .

Лемма 1. Сплайн 
( )

( 1)!

1

[0; ]
x a

n
F

n

a n
−
−

∈
−

+χ . 

Доказательство. В качестве u  возьмем тож-
дественно нулевой многочлен, и положим 
g s st( ) = ( )( ,1]χ , t ∈ [0;1] . 

3) В теории приближений при оценках погреш-
ности приближения используют ядро Пеано. В 
[7] при изучении наилучших L1 -аппроксимаций 

алгебраическими многочленами исследованы 
свойства ядра Vn  на отрезке [ 1;1]− , где 

V t
n

t x U x dxn

t n n
n( )

−( )
−( ) −( ) ( )

−

−
∫:=

1

1 !
1 .

1

1
sgn

Основные свойства этой функции следующие 
([7, теорема 1]) 

1. V tn( )  – четная функция.

2. V tn( )  положительна на ( 1;1)−  и строго воз-
растает на [ 1;0]− . 

Также в [7, теорема 4] получено интегральное 
представление 

V t
n
n

t

x

t i

n

n

n

( ) =
2 2( 1)

!
1

2

(1 )

1 (

2 1/2

1

1 2

+ −









×

×
−

− +

+

−∫

π

xx t
dx

n1 )
.

2 2( 1)− +

Для функции f L∈ −1[ 1;1]  обозначим 

E f f un
u n

L−
∈ −

−[ ]( ) −1
1

1 1;1
:= .

P
min

В [7] для различных классов функций в 
L1[ 1;1]−  с помощью Vn  получены оценки для 
En−1 . В частности ([7, теорема 2]), показано, что 
для f M Fn n∈ ∩  справедливо равенство 

E f V s dg sn n− −
( ) ( ) ( )∫1 1

1
= .

Из леммы 1 и теоремы 1, с учетом замены пе-
ременных t a= 2 1− , a ∈ [0;1] , получаем следую-
щий результат.

Теорема 2. 

A a
V a

an
n

n,0, =
2 1

2
, 0;1 .∞( )

−( )
∈ [ ]

Из свойств функции V tn( )  получаем 

Теорема 3. 

�n n
n

n

n

n

n

A
V

n

n

x

,0, ,0,

2 1 0

1
2

= 1 / 2 =
0

2
=

1

!2

1

1 1

∞ ∞

−( )

( ) ( )

=
+ −( )

+ −( )
∫

� xx
dx

n2 1
.

+( )

4. ЗаМечаНИе ОБ ИНТеГРаЛе

Интеграл в теореме 3 существует для любого 
n ∈ N , однако авторам не удалось найти в спра-
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вочниках его значение в общем виде при всех n.  
Для натуральных p q r, ,  в предположении, что 

l
r
p

:=  есть натуральное число, рассмотрим бо-

лее общий интеграл

I p q r z
x

zx
dx z

p q

r
, , , :=

1

1
, < 1.

0

1
( )

−( )
+∫

Теорема 4. Пусть p q r l
r
p

, , , =  – натуральные 

числа. Справедливо представление через гипергео-
метрическую функцию типа ( 1, )l l+ : 

I p q r z

p
B p q F

b b
l

b
l

l

c c
l

c
ll l

, , , =
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1 / , 1
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1 1
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+ +
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где b
pl

=
1

, c
pq p
pl

=
1+ +

. 

Доказательство. Используя разложение 

1

1
=

=0+
−( )

∞

∑
zx

z x
r

j

j rj

и замену переменных t x p:= , получим

I p q r z
p

z B lj
p

q
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j

j
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1 1
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∑
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lj p q
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Γ
Γ

+( )
+ + +( )
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В сумме найдем отношение коэффициентов 
при последовательных степенях ( )−z : 

c

c

lj p l lj p q

lj p q l lj p
j

j

+ + +( ) + + +( )
+ + + +( ) +( )

1 =
1 / 1 / 1

1 / 1 1 /
.

Γ Γ
Γ Γ

Последнюю дробь можно записать в виде 
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,  

что соответствует гипергеометрической функ-
ции 

l lF
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l
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l

c
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где b
pl

=
1

, c
pq p
pl

=
1+ +

. Учитывая, что 

c
p

B p q0 =
1

(1 / , 1)+ , получаем 
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c c
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Замечание 1. При условии натуральности чисел 

p q r s l
r
p

, , , , =  аналогичным способом можно вычис-

лить более общий интеграл 

I p q r s z x zx dxp q r s
, , , , := 1 1 .

0

1
( ) −( ) +( )∫

−

Он равен 

I p q r s z

p
B p q F

s b b
l

b
l

l

c c
l

c
l l
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1
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+ +
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…

…
ll

l
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1
; ,

где b
pl

=
1

, c
pq p
pl

=
1+ +

. 

Для интеграла в представлении Vn  имеем 
p = 2 , q n= , r n= 2 2+ , откуда l n= 1+ .

Замечание 2. Теорема 4 доказана в предположе-
нии | |< 1z . Однако параметры получившегося ги-
пергеометрического ряда обладают свойством 

j

n

c
j

n
b

j
n

n
=0

1 1
= 1 > 0.∑ +

+
− −
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Поэтому по [8, теорема 2.1.2] ряд сходится аб-
солютно и для всех | |= 1z . 

Итого, 

Λn n

n n

n
n

B n

F
b b

n
b

n
n

,0, 2 1

2 1
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1
!
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1
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+ +
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⋅ +( )⋅
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11
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+
+

+
+
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+

…

где b
n

=
1

2 2+
, c

n
n

=
2 3
2 2
+
+

.

Используя свойства бета-функции, получаем 
окончательную формулу для констант вложения 
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n
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Приведем несколько начальных значений ве-
личин Λn,0,∞ :

Λ1,0, = 1 / 2∞ , Λ2,0, = 1 / 16∞ , 

Λ3,0, = (2 2) / 96∞ − , Λ4,0, = (8 3 5) / 3072∞ − .

5. аСИМПТОТИчеСКОе ПОВеДеНИе 
Λn,0,∞  ПРИ n→∞

Теорема 5. Справедлива следующая асимпто-
тическая формула 

 
0

1
2

2 1

1

1 1

1
2∫

−( )
+ −( ) +( )

x

x
dx

n

n

n n
∼

π
 (3)

при n→∞ . 

Доказательство. 1) Введем обозначения 
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Рассмотрим функцию 
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x x

x
n n n
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+
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:= =

1

1 1
.

2 2 2
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Для четных n  на отрезке [0;1]  справедлива 
оценка 

h x x xn
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n( ) ≤ −( ) ≤1

1

2
.2 2

2

Для нечетных n  на отрезке [0;1]  справедлива 
оценка 
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2) Справедливо следующее представление 
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x dx B n

n

n n

n

�

�
,,

где B , Γ  – бета- и гамма- функции Эйлера, от-
куда получаем асимптотическое поведение 

0

1
( )

1
2

, .∫ → ∞g x dx
n

nn ∼
π

Из равномерной экспоненциальной близо-
сти функций fn  и gn  на отрезке [0;1]  при n→∞  
следует утверждение теоремы.  

Из теорем 3 и 5 немедленно получаем 

Следствие 1. Для констант вложения Λn,0,∞  
справедлива асимптотика 

�n n

n

n
n,0, 2 1!2

, .∞ −
→ ∞∼

�
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For functions from the Sobolev space W n
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 and an arbitrary point a ∈ (0;1) , the best estimates are 
obtained in the inequality | ( ) | ( ),0,
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[0;1]f a A a fn

n
L� ∞ ∞

⋅ � � . The connection of these estimates with the best 
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В данной работе исследуются алгоритмические свойства унаров с разнозначной функцией. Мы до-
казываем, что теория любого такого унара допускает элиминацию кванторов при подходящем обо-
гащении сигнатуры счётным множеством предикатных символов. Устанавливаются необходимые и 
достаточные условия для того, чтобы элиминация кванторов была эффективной, и формулируется 
критерий разрешимости теорий таких унаров. С помощью полученного критерия приводится пример 
такого унара с разрешимой теорией, что теория унара его подмножеств неразрешима. 

Ключевые слова: унар, теория, разрешимость, элиминация кванторов, алгебра подмножеств 
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1. ВВеДеНИе

Одним из направлений теории моделей яв-
ляется изучение различных операций над ал-
гебраическими системами, таких как прямые 
и фильтрованные произведения, гомоморфиз-
мы, построение факторсистем и т. п. Одним из 
классических результатов, полученных в этой 
области, является следующий: если теории не-
скольких алгебраических систем разрешимы, то 
теория их прямого произведения также разреши-
ма (см. [1]). Элементами основного множества 
прямого произведения являются последователь-
ности (конечные или бесконечные) элементов 
исходных систем, то есть упорядоченные множе-
ства элементов. естественным аналогом прямо-
го произведения является операция взятия всех 
или некоторых подмножеств основного множе-
ства исходной системы. В отличие от прямого 
произведения, такая операция строит неупоря-
доченные множества элементов. В частности, 
эта операция позволяет перейти от алгебры слов 
в некотором алфавите к алгебре языков. В рабо-
тах [2, 3] были изучены булевы алгебры некото-
рых классов языков и было доказано, что буле-
вы алгебры регулярных, контекстно-зависимых 
и рекурсивных языков изоморфны. В работах 

[4, 5] были изучены другие варианты теории ре-
гулярных языков. Было доказано, что теория ре-
гулярных языков неразрешима, даже если алфа-
вит содержит единственный символ, а сигнатура 
содержит либо только конкатенацию, либо объ-
единение и итерацию. Также в [4] установлено, 
что теория конечных подмножеств натуральных 
чисел со сложением неразрешима. Известно, что 
теория натуральных чисел с операцией сложе-
ния (арифметика Пресбургера) разрешима, так 
что этот результат показывает, что алгебра подм-
ножеств может быть алгоритмически существен-
но сложнее, чем исходная алгебра.

Простейшим типом алгебраических систем 
являются унары – алгебры вида A = ( , )A f , где 
f  – одноместная функция. Разрешимость эле-

ментарной теории унаров была доказана в [6, 7], 
а в [7] также получен критерий элементарной 
эквивалентности унаров. В работе [8] описаны 
все полные теории унаров, допускающие эли-
минацию кванторов. В этой же работе приве-
дены необходимые и достаточные условия для 
того, чтобы теория унара A  допускала элими-
нацию кванторов. Доказательства этих свойств 
унаров весьма нетривиальны. Так, элементарная 
классификация использует сложные формулы, 
описывающие структуру компонент унаров, а в 
доказательстве критерия элиминации кванто-
ров используется понятие однородных моделей. 

1 Тверской государственный университет, Тверь, Россия
*E-mail: bnkarlov@gmail.com
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Однако в некоторых частных случаях существу-
ют значительно более простые доказательства. 
Например, в работе [9] получена элементарная 
классификация унаров с разнозначной функ-
цией. Критерий элементарной эквивалентно-
сти формулируется в ней в терминах количества 
компонент разного типа. Некоторые исследо-
вания унаров связаны с операцией построения 
алгебры подмножеств. В [10] приведён пример 
унара с неразрешимой теорией и такого, что те-
ория унара всех его конечных подмножеств раз-
решима, а в [9, 11] изучены последовательности 
унаров с разнозначной функцией, получающие-
ся в результате многократного применения опе-
рации взятия подмножеств.

В настоящей работе мы продолжаем изучать 
алгоритмические свойства унаров с разнознач-
ной функцией. Мы даём прямое доказательство 
того, что теория любого такого унара допускает 
элиминацию кванторов при обогащении сиг-
натуры одноместными предикатными символа-
ми Di , означающими возможность i -кратного 
применения обратной функции. Кроме того, мы 
формулируем необходимые и достаточные усло-
вия для того, чтобы элиминация кванторов была 
эффективной. Как следствие, мы получаем кри-
терий разрешимости теорий унаров такого вида. 
Нашим основным результатом является следую-
щий: существует унар A  с разнозначной функ-
цией и такой, что теория унара A  разрешима, но 
теории унаров всех его подмножеств и всех его 
конечных подмножеств неразрешимы.

2. ОСНОВНЫе ОПРеДеЛеНИЯ

Пусть A  – произвольное множество, и пусть 
f A A: →  – некоторая одноместная функция. f  

разнозначна, если из x y≠  следует f x f y( ) ( )≠ . 
через f i  мы будем обозначать функцию, полу-
чающуюся композицией f  с собой i  раз, то есть 

f x f f f xi

i

( ) (( ( ) ))= .… …
� ������ ������

раз

В частности, f x x0( ) =  для всех x , то есть f 0 –  
тождественная функция.

Уноидом называется алгебраическая система 
A = ( , , , )1A f fn… , где fi  – одноместные функ-
ции. Унар – это уноид A = ( , )A f . Мы будем 
изучать унары, в которых функция f  является 
разнозначной. Основное множество такого уна-
ра распадается на несколько классов (возможно, 
бесконечно много) одного из следующих видов: 

1. конечные классы мощности n : 

C x x f x x f x xn i i n= , , , = , = ;1 1 1…{ } ( ) ( )+

2. бесконечные классы типа целых чисел Z : 

C x x x x x f x xi i= , , , , , , , = ;2 1 0 1 2 1… …− − +{ } ( )

3. бесконечные классы типа натуральных чи-
сел ω : 

C x x x

f x x

f y x y A

i i

= , , , ,

= ,

.

0 1 2

1

0

…{ }
( )

( ) ≠ ∈
+

ни для какого

В работе [9] было определено счётное семей-
ство инвариантов, характеризующих унары с 
разнозначной функцией с точностью до элемен-
тарной эквивалентности. через ω  мы обознача-
ем множество натуральных чисел (включая 0 ).

Определение 1. С унаром A = ( , )A f  связывает-
ся функция 

� � � �A : ∪{ }→ ∪ ∞{ }, ,Z

определяемая следующим образом: 

1. χA( ) =n k , если A  содержит конечное чис-
ло k�0  классов мощности n , в противном слу-
чае χA( ) =n ∞ ; 

2. � �A( ) = k , если A  содержит конечное чис-
ло k�0  классов типа ω , в противном случае 
� �A( ) =∞ ; 

3. χA( ) = 1Z , если для любого n�0  в унаре A  
имеется класс (конечный или бесконечный), со-
держащий более n  элементов, в противном слу-
чае χA( ) = 0Z . 

Неформально говоря, χA( )n  и � �A( )  – это 
количество классов мощности n  и типа ω  соот-
ветственно. Символ ∞  означает, что количество 
классов данного типа бесконечно, при этом раз-
личные бесконечные мощности не различаются. 
Значение χA( )Z  равно 1  тогда и только тогда, 
когда в A  имеются классы, содержащие сколь 
угодно много элементов.

Для произвольного унара A = ( , )A f  через 
expA  обозначается унар, основным множе-
ством которого является множество всех подм-
ножеств множества A , а функция f  определяет-
ся как результат поэлементного применения f : 
f B f x x B( ) = { ( ) : }∈ . через finexp A  обозначается 

аналогичный унар, но содержащий только ко-
нечные подмножества множества A .
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Теория T  – это множество формул первого 
порядка, замкнутое относительно логическо-
го следования. Формулы ϕ  и ψ  эквивалентны в 
теории T , если ( )� �↔ ∈T . Эквивалентность 
формул обозначается � �≡T  или просто � �≡ ,  
если теория ясна из контекста. Теория алгебра-
ической системы A  – это множество всех фор-
мул истинных в A . Теория T  допускает элими-
нацию кванторов, если для любой формулы ϕ  
существует бескванторная формула ψ  такая, что 
� �≡T . Теория T  допускает эффективную эли-
минацию кванторов, если существует алгоритм, 
который по произвольной формуле ϕ  строит 
эквивалентную ей в теории T  бескванторную 
формулу ψ .

3. ЭЛИМИНаЦИЯ КВаНТОРОВ В ТеОРИИ 
УНаРа С РаЗНОЗНачНОй ФУНКЦИей

Мы обогатим сигнатуру унара A  счёт-
ным множеством одноместных предикатов Di   
( i = 0,1,2,… ), которые определяются следую-
щим образом: 

D x y x f yi
i( ) ≡ ∃( ) ( )= .

Таким образом, предикат D xi( )  говорит, что 
из элемента x  можно сделать по меньшей мере i  
шагов в направлении “против” функции f .

Введём специальное отношение RA , опи-
сывающее строение унара A . Это отношение 

подсчитывает количество классов разных мощ-
ностей, но делает это менее точно, чем функция 
χA.

Определение 2. Пусть A = ( , )A f  – унар, в ко-
тором функция f  разнозначна. Через RA  обозна-
чается следующее отношение на множестве нату-
ральных чисел: 

R n k n kA A= , : .( ) ( ) ≥{ }χ

Мы считаем, что ∞ > n  для любого n ∈ ω. 

Теперь мы приведём наш первый результат – 
возможность элиминации кванторов в теории 
унара A .

Теорема 1. Пусть A = ( , )A f  – унар, в котором 
функция f  разнозначна. Тогда: 

1. теория унара A  допускает элиминацию 
кванторов в сигнатуре { , : }f D ii ∈ ω ; 

2. теория унара A  допускает эффективную 
элиминацию кванторов в сигнатуре { , : }f D ii ∈ ω  
тогда и только тогда, когда отношение RA  рекур-
сивно. 

Схема доказательства. чтобы доказать воз-
можность элиминации кванторов, достаточно 
показать, как построить эквивалентную бескван-
торную формулу для формулы ( )∃x ψ , где ψ  –  
конъюнкция атомных формул и их отрицаний 
(см. [12]). Рассмотрим формулу 

 ϕ =

= =
=1 =1 =1∃( )

( ) ( )∧ ( ) ≠ ( )∧ ( )∧ ∧ ∧
′ ′

x

f x f x f x f x f x
i

K ki
ki

i

L li
l i

i

M mi ff y

f x f z D f x

mi
i

i

P pi
pi

i
i

Q

qi

qi

′

′ ′

( ) ∧

∧ ( ) ≠ ( )∧ ( )






 ∧∧ ∧

=1 =1 ii

R

ri

riD f x
=1

,

∧¬ ( )




















′
 

где yi  и zi  – переменные отличные от x . Не-
посредственно проверяется, что при a b>  
формула D f xa

b( ( ))  эквивалентна D xa b− ( ) , а в 
противном случае она истинна. Кроме того, 
D x D x Da b a b( ) ( ) { , }∧ ≡ max , поэтому конъюнк-

цию формул D f xqi

qi( ( ))
′

 можно заменить на 
одну формулу вида D xq( ) . аналогично конъ-

юнкцию формул ¬
′

D f xri

ri( ( ))  можно заменить 
на одну формулу вида ¬D xr ( ). Так как функция 
f  разнозначна, то формулы f y f za b( ) = ( )  и 
f y f za c b c+ +( ) = ( )  эквивалентны для любых це-

лых чисел a b c, , . Следовательно, можно добиться, 
чтобы в неравенствах f x f z

pi pi( ) ( )≠
′  все пока-

затели при f  в левых частях были одинаковыми. 
Формула f x f xa b( ) = ( )  эквивалентна формуле 
x f xa b= ( )| |− , а формула x f x x f xa b= ( ) = ( )∧  
эквивалентна формуле x f xa b= ( )( , )gcd , где че-
рез gcd  обозначен наибольший общий дели-
тель. Следовательно, конъюнкцию формул 

f x f x
ki

ki( ) = ( )
′

 можно заменить на одну фор-
мулу вида x f xk= ( ) . аналогично каждое не-

равенство f x f x
li

l i( ) ( )≠
′

 эквивалентно нера-

венству x f x
li li≠
− ′| |

( ). если в формуле есть хотя 
бы одно равенство вида f x tm( ) = , где терм t  
не содержит переменной x , то можно всюду  
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увеличить показатели при f  по меньшей мере 
до m , используя свойства отношений Dq  и Dr ,  
а также эквивалентность формул f y f za b( ) = ( )  
и f y f za m b m+ +( ) = ( ) . После этого квантор эли-

минируется заменой f xm( )  на t  и добавлением 
D tm( )  в качестве нового члена конъюнкции.

Таким образом, остаётся устранить квантор в 
формуле вида 

 ∃( ) ( )∧ ≠ ( )∧ ( ) ≠ ( )∧ ( )∧ ¬∧ ∧
′′ ′′

x x f x x f x f x f z D x Dk

i

L li

i

P
N pi

i q r=
=1 =1

xx( )









,  

где некоторые члены конъюнкции могут отсут-
ствовать. Эта формула утверждает, что суще-
ствует элемент x  такой, что f xN ( )  не совпада-
ет с некоторыми фиксированными элементами  
f z

pi
i

′′
( ), при этом накладываются некоторые 

ограничения на классы, которым может принад-
лежать x . Формула x f xk= ( )  утверждает, что x  
принадлежит конечному классу, мощность ко-
торого является делителем числа k . Каждая из 
формул x f x

li≠
′′
( )  утверждает, что x  принадле-

жит либо бесконечному классу, либо конечному 
классу, мощность которого не является делите-
лем числа ′′li . Формула D xq( )  утверждает, что x  
либо принадлежит классу типа отличного от ω,  
либо находится в классе типа ω  на расстоянии 
большем или равном q  от его начального эле-
мента. аналогично формула ¬D xr ( )  утверждает, 
что x  находится в классе типа ω  на расстоянии 
менее r  от начала.

Устранение квантора теперь выполняется по 
следующей схеме: выделить среди элементов 
f z

pi
i

′′
( ) те, которые могут попасть в те же клас-

сы, что и f xN ( ) , и перебрать все “существен-
но разные” варианты их расположения в этих 
классах. если x  должен находиться в конечном 
классе одной из мощностей n nh1, ,…  и суммар-
ный размер таких классов больше P , то x  заве-
домо существует. если же их суммарный размер 
не превосходит P , то существует лишь конечно 
много вариантов расположения f z

pi
i

′′
( )  внутри 

этих классов, поэтому их можно просто пере-
брать. если x  должен находиться в классе типа 
ω , то квантор устраняется аналогично. если 
число классов типа ω  больше P  или для x  не 
задана верхняя граница расстояния до первого 
элемента класса, то x  всегда существует. если 
же число классов типа ω  не превосходит P  и 
расстояние от x  до начала ограничено, то нуж-
но написать конечную дизъюнкцию, которая 
говорит, что хотя бы один элемент на таком же 
расстоянии от начала, что и x , не совпадает ни с 
одним f z

pi
i

′′
( ). Наконец, формула может не на-

кладывать ограничений на тип класса, которому 

принадлежит x . В этом случае формула истин-
на, если количество различных элементов среди 
f z

pi
i

′′
( )  меньше мощности основного множе-

ства. Но число разбиений конечного множества 
на подмножества равных элементов конечно, 
поэтому все такие разбиения можно перебрать.

если отношение RA  рекурсивно, то возмож-
но алгоритмически описать вышеперечислен-
ные варианты, поэтому элиминация кванторов 
оказывается эффективной. если же RA  нере-
курсивно, то эффективная элиминация невоз-
можна, поскольку можно написать формулу, 
утверждающую, что A  содержит не менее чем k  
классов мощности n .  

Из этой теоремы получается критерий разре-
шимости теории унара A .

Теорема 2. Пусть A = ( , )A f  – унар, в котором 
функция f  разнозначна. Теория унара A  разреши-
ма тогда и только тогда, когда отношение RA  ре-
курсивно. 

4. ПРИМеР УНаРа С НеРаЗРеШИМОй 
ТеОРИей ПОДМНОЖеСТВ

Теорема 2 позволяет построить пример унара, 
теория которого алгоритмически проще теории 
унара его подмножеств. Сначала установим одно 
свойство рекурсивных множеств.

Теорема 3. Существует рекурсивное множество 
X  такое, что множество простых делителей всех 
чисел из X  нерекурсивно. 

Доказательство. Для натурального числа x  
обозначим через M x  машину Тьюринга с номе-
ром x . Пусть SELF  – множество номеров само-
применимых машин Тьюринга: 

SELF останавливается на своем входе= : .x M xx∈{ }ω

Известно (см. [12]), что это множество не-
рекурсивно. Обозначим через pi  i -е по счёту 
простое число: p p0 1= 2, = 3,… . Множество X  
определяется следующим образом: 
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 X p M ji
j

i= : .останавливается на своём номере ровно за шагов{ }  

Это множество рекурсивно. Действительно, что-
бы проверить, принадлежит ли число n  множе-
ству X , сначала нужно узнать, является ли n  
степенью простого числа. если нет, то n X∉ .  
если же n pi

j= , то нужно запустить машину 
Тьюринга Mi  на входе i  на j  шагов и прове-
рить, остановится ли она.

Обозначим через Y  множество простых де-
лителей всех чисел из множества X . если ма-
шина Тьюринга Mi  самоприменима, то p Xi

j ∈  
для некоторого j > 0 , а значит, p Yi ∈ . если же 
Mi  не является самоприменимой, то p Xi

j ∉  ни 
для какого j . Следовательно, p Yi ∉ , так как все 
элементы X  являются степенями простых чисел 
и не могут делиться на pi . Итак, мы доказали, 
что i ∈ SELF  тогда и только тогда, когда p Yi ∈ . 
Следовательно, Y  нерекурсивно.  

Теперь мы можем доказать наш главный ре-
зультат.

Теорема 4. Существует унар A = ( , )A f , в ко-
тором функция f  взаимно однозначна, и такой, 
что теория унара A  разрешима, а теории унаров 
expA  и finexp A  неразрешимы. 

Доказательство. Пусть X  – множество из те-
оремы 3. Определим унар A  следующим обра-
зом: A  содержит ровно один класс мощности n  
для любого n X∈  и не содержит других классов. 
Пара ( , )n k  принадлежит RA  в одном из двух слу-
чаев: либо k = 0 , либо n X∈  и k = 1 . Так как 
множество X  рекурсивно, то отношение RA  
также рекурсивно, а значит, по теореме 2 теория 
унара A  разрешима.

В [11] было показано, что мощности конеч-
ных классов унара finexp A  исчерпываются дели-
телями чисел вида lcm( , , )1n nh… , где ni  – мощ-
ности конечных классов унара A , причём для 
каждого такого делителя имеется хотя бы один 
класс соответствующей мощности. Поэтому 
унар finexp A  содержит класс мощности pi  тог-
да и только тогда, когда pi  является делителем 
одного из элементов множества X . Бесконеч-
ные подмножества элементов унара A  добавят 
в унар expA  классы типа Z , но количество и 
мощности конечных классов останутся такими 
же, что и в унаре finexp A . Следовательно, уна-
ры expA  и finexp A  содержат класс мощности pi  
тогда и только тогда, когда p Yi ∈ , где Y  – мно-
жество всех простых делителей элементов из X .  

Так как Y  нерекурсивно, то отношения RexpA  и 
R

finexp A  также нерекурсивны. Значит, по теореме 
2 теории унаров expA  и finexp A  неразрешимы. 

5. ЗаКЛЮчеНИе

Мы доказали, что существуют такие унары 
с разрешимой теорией, что теории унаров всех 
или только конечных подмножеств неразреши-
мы. В связи с этим возникают некоторые есте-
ственные вопросы. 

1. Справедлив ли аналогичный результат для 
унаров со связным основным множеством? 
Ясно, что функция f  в таком унаре не может 
быть разнозначной. 

2. Как может меняться степень неразреши-
мости теории при переходе от унара к унару его 
подмножеств? В частности, если теория унара A  
принадлежит T -степени a, то всегда ли теории 
унаров expA  и finexp A  имеют степень неразре-
шимости не больше чем a' , где a'  – скачок сте-
пени a? 
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This paper is dedicated to studying of the algorithmic properties of unars with an injective function. We prove 
that the theory of every such unar admits quantifier elimination if the language is extended by a countable 
amount of predicate symbols. Necessary and sufficient conditions are established for the quantifier elimination 
to be effective, and a criterion of decidability of theories of such unars is formulated. Using this criterion we 
build a unar such that its theory is decidable, but the theory of the unar of its subsets is undecidable. 
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1. ВВеДеНИе И ФОРМУЛИРОВКа 
РеЗУЛЬТаТОВ

Случайные графы играют ключевую роль в 
комбинаторной математике и теории графов. 
Наиболее распространённой и хорошо изучен-
ной моделью случайного графа является модель 
Эрдёша–Реньи, обозначаемая как G n p( , ) . В та-
ком случайном графе n  вершин, и каждая пара 
вершин соединяется ребром с вероятностью p  
независимо от других пар. При анализе таких 
графов часто рассматривается понятие инду-
цированного подграфа. Под индуцированным 
подграфом графа G , обозначаемым G V[ ]′ , по-
нимается подграф графа G , вершины которого 
составляют подмножество ′V  множества вер-
шин V  исходного графа G , и рёбра которого 
включают все рёбра исходного графа, соединя-
ющие пары вершин из ′V . Говоря о максималь-
ном индуцированном подграфе, обычно имеют 
в виду максимальный по размеру (по числу вер-
шин) индуцированный подграф. еще одно клю-
чевое понятие в анализе случайных графов  – 
“асимпто тически почти наверное” (а.п.н.). 

Говорят, что некоторое свойство выполняется 
а.п.н., если оно истинно с вероятностью, стремя-
щейся к 1 при n  стремящемся к бесконечности.

Боллобаш и Эрдёш в своей фундаментальной 
статье [1] доказали, что если p  является констан-
той, то существует функция f n npq( ) 2 ( )∼ log ,  

где q
p

=
1

1−
, такая что а.п.н. 

f n G n p f n( ) ≤ ( )( ) ≤ ( )+α , 1,

где α( )G  обозначает число независимости графа 
G , оно определяется как максимальный размер 
множества вершин V  в G , в котором никакие 
две вершины не соединены ребром.

После этого открытия появился ряд статей, 
демонстрирующих, что вышеуказанный резуль-
тат справедлив не только для числа независимо-
сти, но и для размера максимального индуциро-
ванного: 

• подграфа ограниченной степени: Фунтула-
кис, Канг, МакДиармид [2], 

• подграфа с ограниченной средней степе-
нью: Фунтулакис, Канг, МакДиармид [3], 

• пути и цикла: Дутта, Субраманиан [4], 
• дерева и подграфа с заданной средней сте-

пенью: Камалдинов, Скоркин, Жуковский [5], 
• леса: Кривошапко, Жуковский [6]. 

Результаты этого типа называются результатами 
2-точечной концентрации, так как вероятностное 
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распределение исследуемой случайной величины 
(например, α( ( , ))G n p ) асимптотически концент-
рируется в не более чем двух целых значениях.

Оказывается, что если ослабить ограничение 
p = const , максимальный размер индуцирован-

ных подграфов многих типов всё равно концен-
трируется в некоторой окрестности величины 
2 ( )q nplog . Наиболее значимый результат был по-
лучен Фризом в его статье [7]. Он доказал, что 
существует функция f n npq( ) 2 ( )∼ log  такая, что 

если 
C
n

p oε < = (1) , где Cε  – достаточно большая 
константа, зависящая от ε , то а.п.н. 

�
�

G n p f n
p

, .( )( )− ( ) ≤

Насколько нам известно, это единственный 
результат, показывающий концентрацию в ин-

тервале размера o
p
1




 . Однако было установле-

но, что при ослаблении ограничений на размер 
интервала, а именно, при рассмотрении концен-
трации в интервале (2 ) ( )± ε q nplog  для фиксиро-

ванного ε > 0  и 
C
n

p oε < = (1) , где Cε  – доста-

точно большая константа, зависящая от ε , такая 
концентрация наблюдается также для размера 
максимального индуцированного:

1. дерева [8] (хотя доказательство предо-

ставлено для p
C
n

= ε , оно также справедливо для 

больших значений p ), 
2. паросочетания [9], 
3. пути и цикла [10]. 

Нами доказана концентрация размера наи-
большего леса (неограниченной степени) в ин-

тервале размера o
p
1




  для случая p→ 0 . Мы так-

же показываем, что аналогичное утверждение 
имеет место быть для лесов ограниченной степени.

Теорема 1. Пусть p p n= ( ) (0,1)∈ , q
p

=
1

1−
. 

Пусть X  обозначает размер максимального инду-
цированного леса в G n p( , ) . Тогда для любого фик-
сированного ε > 0  существует константа C > 0 , 

такая что если C
n

p< < 1− ε , то а.п.н 

2 1 3 2 1 3q qenp X enplog log .−( )( )+



 ≤ ≤ +( )( )+



ε ε

Теорема 2. Пусть p p n= ( ) (0,1)∈ , q
p

=
1

1−
.  

Пусть Y  обозначает размер максимального инду-
цированного леса в G n p( , )  с максимальной степе-
нью, не превосходящей ∆ . Тогда для любых фикси-
рованных ∆ ≥ 3  и ε > 0  существуют такие 
константы a e∆ ∈ (1, )  и C > 0 , что если 
C
n

p< < 1− ε , то а.п.н 

2 ( (1 )) 3 2 ( (1 )) 3 .q qa np Y a nplog log� �− +



 ≤ ≤ + +



� �

Нами также доказана двухточечная кон-
центрация размера наибольшего индуциро-
ванного леса и дерева ограниченной степени в 
G n p( , = )const .

Теорема 3. Пусть p = const , q
p

=
1

1−
. Тогда 

для любого фиксированного ∆ ≥ 3  существует кон-
станта a e∆ ∈ (1, ) , такая что а.п.н. размер макси-
мального индуцированного дерева с максимальной 
степенью, не превосходящей ∆ , равен либо 
2 1q a nplog ∆( ) +



 , либо 2 2q a nplog ∆( ) +



 . 

Теорема 4. Пусть p = const , q
p

=
1

1−
. Тогда 

для любого фиксированного ∆ ≥ 3  существует кон-
станта a e∆ ∈ (1, ) , такая что а.п.н. размер макси-
мального индуцированного леса с максимальной 
степенью, не превосходящей ∆ , равен либо 
2 1q a nplog ∆( ) +



 , либо 2 2q a nplog ∆( ) +



 . 

2. СХеМЫ ДОКаЗаТеЛЬСТВ

В этом разделе мы изложим основные шаги в 
доказательствах теорем 1–4. 

Доказательство теоремы 1. Доказательство  
основано на комбинации методов первого и вто-
рого момента, а также применении неравенства 
Талаграна. Пусть X k  – это количество индуци-
рованных корневых (с выделенной вершиной, 
корнем, в каждой компоненте) лесов в G n p( , )  на 
k  вершинах. Тогда 

EX k
m

k
k m k m

kn

k

k

m
k p p=

1

1
1

=1

2









−
−









 −( )∑ − −








− −( )

−







 −=








 +( )

k m

k

kn

k
q kpq

=

12 11
.
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Положим k enpq+ + +



ε ε:= 2 ( (1 )) 3 ,log  

k enpq− − +



ε ε:= 2 ( (1 )) 3 .log  Тогда EX k+

→
ε

0  и, 

пользуясь методом первого момента, мы дока-
зываем верхнюю оценку.

Для доказательства нижней оценки сначала 
мы применим хорошо известный метод второго 
момента, суть которого заключается в том, что 
если дисперсия мала по сравнению с квадра-
том математического ожидания, то вероятность 
того, что исследуемая случайная величина боль-
ше нуля, велика. а именно, если X  принимает 
только целые неотрицательные значения, то: 

P X
X

X X

X

> 0 =
1

1
.

2

2

2

( ) ≥ ( )

+
( )

E

E Var

E

Следующим ключевым моментом является 
оценивание дисперсии VarX k  для k k= −ε : 

VarX Fk

k

≤∑
�

�
=1

,

где F�  – ожидание числа (упорядоченных) пар 
индуцированных корневых лесов на k  верши-
нах, имеющих �  общих вершин. Далее мы по-
лучаем точное выражение для величины F�,  
перечисляя пары пересекающихся индуциро-
ванных лесов с заданным числом компонент и 
заданными размерами компонент в их пересе-
чении. Для этого нам потребовалось вывести 
некоторое обобщение формулы Кэли: пусть F  –  
ациклический подграф Kn  с m  компонента-
ми на f f fm1 2, , ,…  вершинах. Тогда величина 
f k h f fm( , , , , )1 …{ } , равная количеству корневых 

лесов с h  компонентами в Kn , таких что F  яв-
ляется индуцированным подграфом, выражает-
ся следующим образом: 

f k h f f f f
k

km m
k

k
k k

, , , , =1 1

0 =0 0

0… …
�
�

�
�{ }( ) ⋅ ⋅

−









×

×

−
− −∑

kk m

h
k

k m h0 0
1

1
( ) ,

+ −
−









 −

+ −
�

где f f fm1 2 =+ +… � .

Заметим, что метод второго момента позволя-
ет доказать теорему только для p n n> ( ) /2ln . 
Для остальных p  мы дополнительно используем 
неравенство Талаграна, о методике применения 
которого можно прочитать в [11]. 

Доказательство теоремы 2. Техника доказа-
тельства остается прежней, но требует весьма 
точной оценки величины F n m∆( , ) , равной числу 
помеченных корневых лесов с n  вершинами и 
m  компонентами, максимальная степень кото-
рых не превышает ∆ . Используя модифициро-
ванные коды Прюфера для таких лесов, можно 
получить выражение для F n m∆( , )  через произво-
дящие функции: 

F n m
n

m
n m x f x

n

n m n
∆ ∆, =

1

1
! =

1 !

( )
−
−









 −( ) 


 ( )( )

=
−( )

−

mm
x x f xn m n

−( )



 ( )( )

1 !
,∆

где f x
x
k

k

k

∆

∆
( ) =

!
=0

1−

∑ , а [ ]xn  – оператор взятия ко-

эффициента при xn . Данное выражение для 
F n m∆( , )  оказывается очень удобным при вычис-
лении ожидания числа индуцированных корне-
вых лесов ограниченной степени на k  вершинах 
в G n p( , ) , которое мы обозначим через Zk . Не-
сложно проверить, что 

EZ
n

k
p F k m p pk

k

m

k
k m=








 − ( ) −( )








 −∑(1 ) , 12

=1
∆

−− −( )

−







 −

=

=







 ( ) −( ) 



k m

k

k kn

k
q pq k x2 1

1 !
 ( )( )x f x e

k
x
pq

∆ .

Далее, для подсчета коэффициента при xn  
мы применяем комплексный анализ: 

x x f x e

i
z f z e

dz

z

f r e

k k
x
pq

k
z
pq

k

k




 ( )( )

= ( )( )
( )( )

∫ +

�

�
�

=

1
2 1� � ∼

rr
pq

kr r k− ( )1 2
,

��

вычисляя асимптотику интеграла методом сед-
ловой точки. В выражении выше r  – седловая 
точка, получаемая как решение уравнения 
rf r
f r

r
kpq

′
+∆

∆

( )
( )

= 1 , а �( ) =
( )

( )
2

( )

2 2

2
r

r f r
f r

r
kpq

r

kpq

′′
+ −�

�
. 

Доказательство теоремы 3. Техника доказа-
тельства остается прежней, однако теперь нам 
потребуется оценка числа T n∆( )  помеченных 
деревьев на n  вершинах с максимальной сте-
пенью, не превосходящей ∆ . Мы покажем, что 
верно следующее утверждение: для любого цело-
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го числа ∆ ≥ 3  существует константа a e∆ ∈ [1, ) , 
такая что 

T n
a
e

n
n

n
�

��( ) = .2

















−

Доказательство последнего утверждение опи-
рается на использование центральной предель-
ной теоремы (ЦПТ). Пусть, как и выше, 

f x
x
k

k

k

∆

∆
( ) =

!
=0

1−

∑ . Используя коды Прюфера и про-

изводящие функции, легко получить выражение 

T n
d

dx
f x

n

n
n

x∆ ∆( ) = ( ) |
2

2 =0

−

− ( )( )










. Введем случайную 

величину ��  с производящей функцией 

�
�
��

�

�
� � �

� �
x x

f x

f
( ) ( )

( )
:= = ,E

где ��  – параметр, определяемый ниже, и слу-
чайную величину Sn  с производящей функцией 

� ��Sn

n
x x( ) = ( ) .

�( )
Тогда для любого целого неотрицательного m: 

P S m
m

d

dx

x

m f

n

m m

m Sn
x

m

= =
!

=

!

=0

( )



















=

�
�

�

�

�

�

�

�� �
�

�( )( )
( )( )( )n

m

m

n

x

d

dx
f x

=0

.

Подставляя m n= 2− , получаем 

T n
f

n S n

f

f

f

n

n n�
� �

�

�
� �

� �

�

( )
( )( )

−( ) ⋅ −( )

( )
( )

−

−

−

= 2 ! = 2
2

2

1

�

�

�
�
�

P ∼

∼
���( )









−
e

n

n
n 2,

вычисляя асимптотику вероятности 
P S nn = 2−( )  с помощью локальной ЦПТ, при-
менимой при условии, что n− 2  достаточно 
близко к ESn , чего можно достигнуть подбором 
�� , а именно, определив ��  через уравнение 

E�
� �

��
� � �

� �
=

( )
( )

= 11f
f
− . Полагая a f� � �= ( )1− � , 

получаем желаемый результат. 

Доказательство теоремы 4. Нижняя оценка 
следует из теоремы 3, поскольку каждое дерево 

является лесом. Верхняя же оценка легко полу-
чается подсчётом математического ожидания и 
применением метода первого момента.  
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ВВеДеНИе

Основное внимание в статье уделено постро-
ению обобщенного решения следующей задачи: 

 
u x t u x t f x t

x t Q x t x t

tt xx, , = , ,

, = , : 0,1 , 0, ,

( )− ( ) ( )
( ) ∈ ( ) ∈ ( ) ∈ ∞( ){ }

 (1)

 
U u u t a u t b u t

U u u t a u t b

x

x

1 1 1

2 2

0, 0, 1, = 0,

1, 0,

( ) ≡ ( )+ ( )+ ( )
( ) ≡ ( )+ ( )+ 22 1, = 0, 0,u t t( ) ≥

 (2)

 
u x u x

x

t,0 = ,0 = 0,

0,1 ,

( ) ( )
∈ [ ]

 (3)

где коэффициенты a b ii i, , = 1,2,  – произволь-
ные комплексные числа, а комплекснозначная 
функция f x t L QT( , ) ( ),∈  суммируемая функция, 
Q x t x t T TT = {( , ) : (0,1), (0, )}, > 0∈ ∈  – произ-
вольно зафиксированное число. Будем называть 
функцию f x t( , )  локально суммируемой в полу-
полосе Q .

Далее будет указано, как построить обобщен-
ное решение более общей задачи 

 
u x t u x t q x t u x t f x t

x t Q

tt xx, = , , , , ,

, ,

( ) ( )− ( ) ( ) + ( )
( ) ∈

 (4)

 U u j tj ( ) ≥= 0, = 1,2, 0,  (5)

 
u x x

u x xt

,0 = ,

,0 = 0, 0,1 ,

( ) ( )
( ) ∈ [ ]

ϕ
 (6)

где q f, ,ϕ – комплекснозначные функции, f x t( , ) –  
локально суммируемая в полуполосе Q  функ-
ция, ϕ( ) (0,1),x L∈  суммируемая функция, q x t( , )  
такова, что найдется функция q x L0( ) (0,1),∈  так 
что справедливо | ( , ) | ( )0q x t q x�  для ( , ) ,x t Q∈  и 
функция q x t u x t L QT( , ) ( , ) ( )∈  для любого T > 0 .

Отметим, что задача (4)–(6) при f x t( , ) = 0  
и потенциале q  не зависящем от t , была ис-
следована в работе [1]. Найдены необходимые 
и достаточные условия существования сильно-
го решения задачи. Применен метод а.П. Хро-
мова, основаннный на использовании подхода 
а.Н. Крылова для ускорения сходимости рядов 
Фурье и на идее Л. Эйлера по работе с расхо-
дящимися рядами. Для исследования неодно-
родной задачи (1)–(3) этот метод применить не 
удается. Будет использована другая схема, пред-
ложенная В.В. Корневым и а.П. Хромовым.

1. Задаче (1), (2) поставим в соответствие 
дифференциальный оператор L , действующий 
в пространстве L2(0,1) : 

 

L ly y x

x

U y jj

: = ,

0,1 ,

= 0, = 1,2,

− ′′( )
∈ ( )

( )
 (7)
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где U j  – краевые формы (2). Обозначим через 
Rλ  резольвенту оператора L,  R L Eλ λ= ( ) ,1− −  
λ  – спектральный параметр, E  – единичный 
оператор.

Краевые условия (2) являются регулярны-
ми по Биркгофу и даже усиленно регулярными 
([2], с. 72–73). Отметим, что результаты данной 
статьи для задачи (1)–(3) остаются верными и в 
случае любых двухточечных регулярных краевых 
условий. Изменится только способ продолже-
ния функции f x t( , )  по переменной x  с отрезка 
[0,1]  на всю прямую.

Выпишем формальный ряд из метода Фурье, 
отвечающий задаче (1)–(3) (см. [3]): 

 

u x t
i

R f

r n n
n

t

, =
1

2

,

| |= 0

0

( ) − +












×

× ⋅(

∫ ∑ ∫

∫

π
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λ

�

))( )
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∈ [ ]

sinρ τ
ρ

τ λ
t

d d

x t

,

0,1 , 0.�

 (8)

Здесь R f� �( (, ))⋅  означает, что оператор Rλ  
применяется к функции f x( , )τ  по переменной 
x  (τ  – параметр), � �= ,2  Reρ�0, γn  – образ в 
λ –плоскости окружности �� � � � �n n= { :| |= },−  
число δ > 0  и достаточно мало, число r > 0  до-
статочно велико и зафиксировано, n0  – такой 
номер, что при n n� 0  внутри γn  находится по од-
ному собственному значению оператора L  и все 
контуры γn  при n n� 0  находятся вне круга ради-
уса | |= ,λ r  а остальные собственные значения – 
внутри этого круга.

Для вывода формулы (8) использован резо-
львентный подход, связанный с методом Коши–
Пуанкаре контурного интегрирования резо-
львенты по спектральному параметру. Он имеет 
преимущество по сравнению с традиционным 
методом разделения переменных, поскольку не 
требует ни уточнения асимптотики собственных 
значений, ни информации о кратности спектра 
или о наличии присоединенных функций. Вид 
контуров интегрирования в формуле (8) может 
быть и иным. Главное здесь, что все собственные 
значения оператора (7) находятся в объединении 
областей, охватываемых этими контурами.

Решение задачи (1)–(3) называем сильным, 
если оно удовлетворяет условиям (2), (3) в обыч-
ном смысле, а уравнению (1) – почти всюду в 
области Q .

Теорема 1 ([3], теорема 1). Если u x t( , )  – сильное 
решение задачи (1)–(3), причем дополнительно вы-
полняется условие единственности u x t L Qtt T( , ) ( )∈  
при любом T > 0,  то оно единственно и находится 
по формуле (8), в которой ряд справа при любом за-
фиксированном t�0  сходится абсолютно и равно-
мерно по x ∈ [0,1] .

Теорема 1 говорит о том, что формальный ряд 
(8) и смешанная задача (1)–(3) тесно связаны. 
Расширим понятие этой связи.

Правая часть равенства (8) имеет смысл для 
любой функции f x t L QT( , ) ( )∈  при любых T > 0.  
В этом случае будем говорить, что выражение (8) 
также является формальным решением смешан-
ной задачи (1)–(3), понимаемой чисто формаль-
но. Будем называть ее в дальнейшем обобщенной 
смешанной задачей.

Таким образом, мы сначала определяем фор-
мальное решение (8), которое теперь выглядит 
как реальный объект (несмотря на то, что ряд (8),  
вообще говоря, расходящийся), и заключаем, 
что он соответствует новой смешанной задаче 
(обобщенной) (1)–(3). То есть и здесь мы уста-
навливаем связь смешанной задачи с рядом (8).

Наша цель: доказать, что для всех значений 
( , )x t Q∈  ряд (8) сходится для любой функции 
f x t( , )  из указанного класса. Этот ряд мы и на-

зовем обобщенным решением (обобщенной) сме-
шанной задачи (1)–(3). Найдем сумму этого 
ряда, эта сумма связана с функцией �f x t( , ) , яв-
ляющейся продолжением функции f x t( , )  по 
переменной x  с отрезка [0,1]  на всю числовую 
прямую x ∈ R  при каждом зафиксированном 
значении t > 0 .

Для того чтобы выяснить, какой вид имеет 
сумма ряда (8), заметим следующее: 

ρ ρ τ ρη η
τ− −

− ∫1

0
( ) = ,sin cost d

t
 применим новую 

аксиому для расходящихся рядов [1] ∫∑ ∑∫= ,  
где ∫  – определенный интеграл, тогда ряд (8) 
можно записать следующим образом: 
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где Z x f0( , , ( , ))� �⋅  – формальное решение зада-
чи (4)–(6) в случае однородного уравнения (4), 
нулевого потенциала и с начальной функцией 
� �( ) = ( , )x f x , τ  – параметр. За сумму ряда Z0  
примем следующее выражение [1]: 

 Z x f f x f x0 , , , =
1
2

, , ,� � � � � �⋅( )( ) +( ) + −( )





� �  (9)

где �f ( , )� �  есть продолжение по η  функции f ( , )� �  
с отрезка [0,1]  на всю прямую. Тогда имеем 

u x t d f x f x d
t t

, =
1
2

, , ,
0 0

( ) +( ) + −( )



∫ ∫

−
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�
� �

сделав замены переменных, получаем 

 u x t d f d
t

x t

x t

, =
1
2

, .
0

( ) ( )∫ ∫
− +

+ −

� � � �
�

�
�  (10)

Теперь правая часть равенства (10) определе-
на при всех ( , ) ( , ) [0, )x t ∈ −∞ ∞ × ∞ .

Припишем сумму (10), вообще говоря, расхо-
дящемуся ряду (8). Ниже мы докажем, что если 
функция f x t( , )  достаточно гладкая, то ряд (8) 
есть сильное решение задачи (1)–(3).

2. Построим продолжение �f x t( , )  функции 
f x t( , ) , используя краевые условия (2). Всюду при 

этом t , а затем τ  рассматриваются как параметр.

Пусть �f x t C( , ) ( )1∈ R  по переменной x . Под-
ставим функцию (9) в краевые условия (2), заме-
нив переменную η  на t . Имеем 

 U u u t a u t b u t
f t f t a

x
x x

1 1 1
1

( ) = (0, ) (0, ) (1, ) =
1
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+ +
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1 , 1 ,
= 0.
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τ τ

τ τ
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Здесь имеется в виду производная 
� �′ ′f x f yx x( ( ), ) = ( , ),ψ τ τ  где y x= ( ).ψ  Заменим пе-

ременную t  на x,  умножим равенство на 2: 

 
� � � �

� �

′ ( ) + ′ −( )+ ( )+ −( )( )+
+ +( )+

f x f x a f x f x

b f x f
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1 , 1

1

1

τ τ τ τ

τ −−( )( ) ≥x x, = 0, 0.τ
 (11)

аналогично из второго условия (2) U u2( ) = 0  
получаем 
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 �f x f x x, = , , 0,1 .τ τ( ) ( ) ∈ [ ]  (13)

Отметим, что в равенствах (11), (12) перемен-
ная x ∈ ∞[0, ) .

Рассмотрим систему (11)–(13).

 Лемма 1. Имеет место следующее равенство: 
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где M  – матрица, M
a b

a b
= 1 1

2 2− −
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Рассмотрим равенство (14), считая что 
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,

при x ∈ [0,1] , f x( , )τ  – произвольная функция из 
класса L QT( )  для каждого T > 0 . Тогда формула 
(14) дает однозначное продолжение �f x( , )τ  про-
извольной функции f x L QT( , ) ( )τ ∈  для любого 
T > 0  на всю числовую ось ( , )−∞ ∞  при каждом 
τ�0. Очевидно, �f x t L oc( , ) ( [0, )).∈ × ∞l R

3. Обозначим через C QU
2 ( )  множество функ-

ций f x t( , ),  ( , ) ,x t Q∈  дважды непрерывно диф-
ференцируемых в полуполосе Q  и удовлетворя-
ющих краевым условиям (2): U fj ( ) = 0,  j = 1,2,  
t�0.

Теорема 2. Если функция f x t C QU( , ) ( ),2∈  то 
функция (10) u x t( , ),  x ∈ [0,1],  t�0,  является 
сильным решением задачи (1)–(3) с условием един-
ственности u x t L Qtt T( , ) ( )∈  для любого T > 0.

Следствие из теоремы 2. Если функция 
f x t C QU( , ) ( ),2∈  то ряд (8) при всех ( , )x t Q∈  сходит-

ся к функции u x t( , ), определяемой формулой (10).
Замечание. если f x t( , )  – локально сумми-

руемая функция в полуполосе Q,  то формула 
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(10) определяет непрерывную функцию u x t( , ),  
x ∈ [0,1],  t�0.

Теорема 3. Пусть функция f x t( , )  является 
локально суммируемой в полуполосе Q,  u x t( , )  – 
функция, определяемая формулой (10). Тогда ряд 
(8) есть ряд Фурье функции u t(, )⋅  при любом t�0.

Установим еще одно свойство функции (10) 
u x t( , ).

Теорема 4. Пусть функция f x t( , )  – локаль-
но суммируемая в полуполосе Q.  Тогда при любом 
зафиксированном значении переменной t  функция 
u x t( , )  – функция (10), имеет ограниченную вари-
ацию при x ∈ [0,1].

Теорема 5. Пусть функция f x t( , )  – локально 
суммируема в полуполосе Q.  Тогда при любом за-
фиксированном числе t�0  ряд (8) сходится к функ-
ции u x t( , ),  определяемой формулой (10), равномерно 
по x  на любом отрезке [ , ] (0,1).a b ⊂  При этом на 
всем отрезке [0,1]  имеет место следующая оценка 
скорости сходимости ряда (8) к функции (10): 

S x t d f d
c

n
n

t

x t

x t

L

,
1
2

, ,
0 2 0,1

1( )− ( ) ≤∫ ∫
− +

+ −

( )

� � � �
�

�
�

где через S x tn( , )  обозначена n –я частичная сумма 
ряда (8).

Утверждение теоремы о равномерной сходи-
мости ряда (8) следует из теорем 3, 4, признака 
Жордана сходимости тригонометрического ряда 
Фурье [4, с. 121] и теоремы равносходимости  
Стоуна [5]. Оценка (43) получена из теоремы о 
скорости равносходимости спектральных раз-
ложений и тригонометрического ряда Фурье 
[6, 7, с. 23].

4. Для построения обобщенного решения 
смешанной задачи (4)–(6) воспользуемся одним 
из двух методов, предложенных а.П. Хромо-
вым,  – секвенциальным или аксиоматическим 
методами (см., например, [8]). Обобщенное ре-
шение получается в виде быстро сходящегося 
функционального ряда – обобщенная формула 
Даламбера. Сформулируем соответствующее 
утверждение.

Теорема 6. Пусть для задачи (4)–(6) выполня-
ются следующие условия: функции ϕ( ) (0,1),x L∈  
f x t L QT( , ) ( )∈  для любого T > 0,  функция q x t( , )  

такова, что найдется функция q x L0( ) (0,1),∈  
так что справедливо | ( , ) | ( )0q x t q x�  для ( , ) ,x t Q∈  
и функция q x t u x t L QT( , ) ( , ) ( )∈  для любого T > 0.  

Тогда задача (4)–(6) имеет обобщенное решение, 
которое представляется формулами 

u x t a x t d f d
n

n

t

x t

x t

, = ,
1
2

, ,
=0 0

( ) ( ) + ( )
∞

− +

+ −

∑ ∫ ∫� � � �
�

�
�

a x t x t x t

a x t d fn

t

x t

x t

0

0
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1
2
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1
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( ) ∫ ∫
− +

+ −

� �

�

� �

�
�

�

nn d n− ( ) ≥1 , , 1,� � �

где функция �f f q an n n( , ) = ( , ) = ( , ) ( , )� � � � � � � �−  
при η ∈ [0,1],  n�0, при каждом τ,  далее функция 
fn( , )� �  продолжается по переменной η  на всю 

числовую прямую с использованием формулы (14), 
как это было сделано для функции f ( , ).� �

Отметим, что аналогичный подход для 
построе ния обобщенного решения смешанной 
задачи для волнового уравнения со смешанной 
производной применен в работе [9] В.С. Рыхлова.

Другой подход к исследованию смешанных 
задач для гиперболических уравнений получил 
развитие в работах Ф.е. Ломовцева, см. [11].

Метод Фурье для построения другого типа 
обобщенного решения смешанной задачи для 
гиперболического уравнения второго порядка 
использован в книге [11, с. 492]. Решение постро-
ено в предположении, что правая часть уравне-
ния, функция f x t L l( , ) (0, )2∈  по переменной x  
при каждом t�0  и непрерывна в пространстве 
L l2(0, )  по t  на полупрямой [0, ).∞
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GENERALIZED SOLUTION OF A MIXED PROBLEM FOR A WAVE 
EQUATION WITH A NON-SMOOTH RIGHT-HAND SIDE

I. S. Lomova,*
Presented by Academician of the RAS I.A. Sokolov

aLomonosov Moscow State University, Moscow Center for Fundamental and Applied Mathematics, Moscow, Russia

Under minimal conditions on the right side of the wave equation, a generalized solution of the mixed problem 
is constructed. The solution is presented as a series from the Fourier method, its sum is found. The form of a 
generalized solution of a mixed problem for an inhomogeneous telegraphic equation is given. 

Keywords: wave equation, telegraphic equation, Fourier method, Cauchy–Poincare method 
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Согласно Березину–Фаддееву под оператором Шрёдингера с точечными взаимодействиями  

 − + −( ) { } ⊂ { } ⊂∑∆
j

m

j j j
m

j
m

x x X x
=1

1
3

1
, = , ,α δ αR R

понимают любое самосопряжённое расширение сужения −∆X  оператора Лапласа −∆  на подмноже-
ство { ( ) : ( ) = 0,1 }2 3f H f x j mj∈ ≤ ≤R  соболевского пространства H 2 3( )R . В настоящей замет-
ке изучаются расширения (реализации), инвариантные относительно группы симметрий множества 
X x j

m= { }1  вершин правильного m -угольника. Такие реализации HB  параметризуются специальны-
ми циркулянтными матрицами B m m∈ ×C . Мы описываем все такие реализации с нетривиальными 
ядрами. Решена задача Гриневича–Новикова о простоте нулевого собственного значения реализации 
HB  со скалярной матрицей B I= α  и четным m . Показано, что при нечётном m  нетривиальные 
ядра всех реализаций HB  со скалярными B I= α  двумерны.
Кроме того, для произвольных реализаций ( = )B Iα  доказана оценка dim ker( ) 1HB m≤ −  и опи-
саны все инвариантные реализации с максимальной размерностью dim ker( ) = 1HB m− . Одна из 
них – расширение Крейна – минимальное положительное расширение оператора −∆X . 

Ключевые слова: операторы Шрёдингера с точечными взаимодействиями, инвариантные операторы, 
реализация Крейна, кратность нулевого собственного значения 
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1. ВВеДеНИе  
И ФОРМУЛИРОВКа РеЗУЛЬТаТОВ

Хорошо известно (см. [1, 2]), что положи-
тельный спектр оператора Шрёдингера − +∆ q  
в L n2( )R , n = 2,3 , с убывающим потенциалом 
q x O x( ) = (1 | |) 1+ − −ε , ε > 0 , чисто абсолютно 
непрерывен. Однако, оператор − +∆ q  может 
иметь (вложенное) нулевое собственное зна-
чение. Этот эффект для случая рациональных 

потенциалов q x x( , )1 2  обнаружен Таймановым и 
Царевым в [3] и [4], использовавшим для этого 
преобразование Мутара.

Для оператора Шрёдингера с точечными вза-
имодействиями, 

 − + −( )∑∆
j

m

j jx x
=1

,α δ  (1)

этот эффект обнаружен Гриневичем и Новико-
вым в [5].

Напомним, что согласно [6] под оператором 
Шрёдингера с точечными взаимодействиями 
X x j

m= { } ( )1
3⊂ R  понимают любую реализацию 

(самосопряжённое расширение) HB  трёхмерно-
го оператора Лапласа в H = ( )2 3L R , суженного на 
область: 
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Оператор (2) является замкнутым неотри-
цательным симметрическим оператором в H  с 
индексами дефекта n m±( ) =H . Изучению спек-
тральных свойств расширений H HB B= *  (реа-
лизаций) таких операторов посвящено большое 
число работ (см., например, [7, 8, 9, 10] и цити-
руемую там литературу). Так, хорошо известно, 
(см. [8, 9]), что положительный спектр каждой 
реализации H HB B= *  чисто абсолютно непре-
рывен, а отрицательный – конечен. В частности, 
положительные собственные значения отсут-
ствуют. Считая, что X x j

m= { } ( )1
3⊂ R  – множество 

вершин правильного многоугольника или мно-
гогранника, мы описали в [11] все реализации, 
инвариантные относительно группы симметрий 
множества X , включая все такие неотрицатель-
ные реализации.

В этой заметке мы продолжаем начатые в [11] 
исследования и описываем инвариантные реа-
лизации HB  выражения (1) с нетривиальными 
ядрами ker HB = {0} .

Впервые такие реализации HB  для случая 
правильного m -угольника построены в [5]. 
Именно, в [5] доказано, что ker HB = {0} , если m  

чётное, B I= 0α , и α0
=2 1

=
( 1)

| |
−

−
−∑

j

m j

jx x
. Более 

того, в [5] высказана и проверена для чётных 
m ≤ 96  гипотеза о том, что кратность нулевого 
собственного значения оператора HB  равна 
единице.

Здесь мы исследуем эту задачу в рамках тео-
рии расширений оператора H , применяя аппа-
рат граничных троек и соответствующих функ-
ций Вейля (см. определения в §  1). При этом 
даётся полное решение задачи, поставленной 
в [5]. Кроме того, мы дополняем результаты из 
[5], описав при чётном m  все B I= α , для кото-
рых ker HB = {0} , и доказав, что dim ker( ) = 2HB  
при α α= 0  (теорема 1). При нечётном m  также 
описаны все α , для которых реализации HB  с 
B I= α  имеют нетривиальные ядра, и показано, 
что эти ядра двумерны (теорема 2).

Нами также описаны инвариантные реали-
зации HB  с ненулевым ker HB  и матрицей B  
общего вида (теорема 3). Любопытно, что рас-

смотрение таких реализаций приводит к но-
вым эффектам. Так, мы описываем все реали-
зации с максимально возможной кратностью: 
dim ker( ) = 1HB m− . При этом среди них обяза-
тельно содержатся неотрицательные, HB ≥ 0, и, 
в частности, наименьшая из них – крейновская 
H�K ( 0)≥ . Кроме того, при B I= α  возникают 
несамосопряжённые реализации HB B B( = )*⇔  
с нетривиальными ядрами ker HB = {0} .

2. ГРаНИчНЫе ТРОйКИ  
И ФУНКЦИИ ВейЛЯ

Здесь мы, следуя [12, 13, 9, 14, 30], приво-
дим основные понятия и факты теории гра-
ничных троек. Пусть A  – симметрический 
оператор в сепарабельном гильбертовом про-
странстве H , имеющий равные дефектные чис-
ла n A n A+ − ≤ ∞( ) = ( ) .

Определение 1. Совокупность Π Γ Γ= { , , }0 1H ,  
в которой H  – вспомогательное гильбертово 
пространство, а Γ Γ0 1

*, : ( )dom A → H  – линейные 
отображения, называют граничной тройкой опе-
ратора A* , если

( )i  имеет место следующая абстрактная фор-
мула Грина: 

 

A f g f A g

f g f g

f g A

* *

1 0 0 1

*

, , =

, , ,

, ;

( ) − ( )
= ( ) − ( )

∈ ( )

H H

Γ Γ Γ Γ
H H

dom

 (3)

( )ii  отображение Γ Γ Γ:= ( , ) : ( )0 1
*Τ → ⊕dom A H H 

сюръективно. 

Определение 2. Расширение �A A⊃  называют 
собственным, если A A A⊂ ⊂� * . 

Предложение 1. [13] Пусть A  – симметриче-
ский оператор в гильбертовом пространстве H  с 
индексами дефекта n A m±( ) = ,  Π Γ Γ= { , , }0 1H  –  
граничная тройка оператора A* . Тогда отображе-
ние 

 B A A BB→ −= ( )*
1 0� ker Γ Γ  (4)

задаёт биективное соответствие между мно-
жеством C( )H  замкнутых линейных операторов 
B  в H  и множеством замкнутых собствен-
ных расширений AB  оператора A , дизъюн-
ктных с A A0

*
0:= ( )� ker Γ , т. е. таких, что 

dom dom domA A AB ∩ 0 = . 
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Определение 3. [13] Пусть Π Γ Γ= { , , }0 1H  –  
граничная тройка для A*.  Оператор-функцию 
M( ),⋅  определяемую равенством 

 M z f f f A zIz( ) = , = ,0 1
*Γ Γ где ∈ −( )N ker  (5)

называют функцией Вейля, соответствующей 
тройке Π.  

3. ТРЁХМеРНЫе ОПеРаТОРЫ 
ШРЁДИНГеРа С ТОчечНЫМИ 

ВЗаИМОДейСТВИЯМИ

Предложение 2. [9] Пусть H  – мини-
мальный оператор Шрёдингера (2) и пусть 
ξ ξ ξ ξ0 0 =1 1 1 =1:= { } , := { } .j j

m
j j

m m∈ C  Тогда верны следу-
ющие утверждения.

( )i  Оператор H  – замкнутый и симметриче-
ский с индексами дефекта n m±( ) =H .

( )ii  Сопряжённый оператор H*  задаётся соот-
ношениями 
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−∆fH ..  (7)

( )iii  Совокупность Π Γ Γ= { , , }0 1H , в которой 

 

H = , := =

4 ( )

0 0 =1
Cm

j j

m

x x j
j

j

f f

f x x x

Γ Γ{ }

= −












→

π lim

==1

0 =1
= 4 ,

m

j j

m
π ξ{ }

 (8)

 Γ Γ1 1 =1

0:= =f f f xj j

m

x x j

j

x x j

{ } ( ) −

















 → −

lim
ξ








 j

m

=1

,  (9)

образует граничную тройку для оператора H*.

( )iv  соответствующая функция Вейля M( )⋅  
имеет вид 

 M z G x x zi z
jk z j k

j k

m

( ) + −( )( ) ∈ += , ,
4

, =1
π δ

� C  (10)

где G x
e

x
x

x

z

i z x

� ( ) = 4 | |
, 0,

0, = 0.

| |

π
≠










 Здесь δ jk  – символ 

Кронекера, а ⋅  – ветвь корня, определённая в 
C R\ +  условием 1 = 1;

( )v  существует сильный предел 
M s M z

z
(0) := ( )

0
−
↑

lim  в Cm  и M M(0) = (0)* ;

( )vi  H H H0
*

0:= = =� kerΓ ∆�
F −  совпада-

ет с фридрихсовым (наибольшим положитель-
ным) расширением оператора H . Кроме того, 
H H HM KM(0)

*
1 0= (0) =� ker Γ Γ−( ) �  – крейнов-

ское (наименьшее положительное) расширение H . 

Замечание 1. Реализация HB , соответствую-
щая выражению (1), в граничной тройке (8)–(9) 
задаётся равенством (4) с диагональной матрицей 
B diag m= , ,1α α…( ) . 

4. ИНВаРИаНТНЫе РаСШИРеНИЯ 
ОПеРаТОРа ШРЁДИНГеРа

Определение 4. Пусть u : R R3 3→  – некото-
рое движение пространства R3 , сохраняющее 
множество X x xm= { , , }1

3… ⊂ R . Будем называть 
его симметрией множества X . Пусть оператор 
U L L: 2 3 2 3( ) ( )R R→  определён равенством 

 Uf x f u x( ) ( )( )= ,  (11)

Оператор A : R R3 3→  называют инвари-
антным относительно симметрии u , если 
U A Adom dom( ) = ( )  и выполнено равенство 
AU UA= .

если это равенство выполнено для всех сим-
метрий u  множества X , то говорят, что A  ин-
вариантен относительно группы SX  всех симме-
трий множества X . 

Легко видеть, что H  инвариантен относи-
тельно любой симметрии множества X .

5. ИНВаРИаНТНЫе РеаЛИЗаЦИИ  
ДЛЯ ПРаВИЛЬНЫХ МНОГОУГОЛЬНИКОВ

В случае если X  – множество вершин пра-
вильного m -угольника, множество реализаций 
HB  оператора H , инвариантных относительно 
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группы Dm  всех симметрий X , параметризуется 
(см. [11]) циркулянтными матрицами B  вида 

 B

a a a a a

a a a a a

a a a a a

a a a a a

=

1 2 3 3 2

2 1 2 4 3

3 2 1 5 4

2 3 4 2 1

…

…

…

� � � � � �

…













∈ ×Cm m.  (12)

Матрица (12) является тёплицевой и симме-
трической, а элементы a a am1 2, , ,…  её первой стро-
ки связаны соотношениями a aj m j+ − +1 1=  для 
всех j m∈ −{1, , 1}… .

В случае правильного m -угольника функция 
Вейля M( )⋅  имеет ту же структуру, что и матри-
ца (12): 

 M z

i z
e

r
e

r
e

r
e

r

e
r

i z
e

r
e

ir z ir z ir z ir z

ir z ir z i

( ) =
1

4

1

1

2

2

2

2

1

1

1

1

1

1

π

…

…
rr z ir z

ir z ir z ir z ir z

ir z

r
e

r

e
r

e
r

i z
e

r
e

r

e
r

e

3

3

2

2

2

2

1

1

4

4

3

3

1

1

…

� � � � � �
iir z ir z ir z

r
e

r
e

r
i z

2

2

3

3

1

1
…













−+, = .1 1r x xj j  (13)

Здесь мы изучаем реализации оператора 
Шрёдингера с точечными взаимодействиями 
(1) H HB B(= )* , задаваемые в граничной тройке  
(8) – (9), равенством (4) с граничными скаляр-
ными матрицами вида B I m m= α ∈ ×R . Наш пер-
вый результат дополняет результат Гриневича – 
Новикова из [5].

Теорема 1. Пусть m l= 2  и HB  – реализация, 
задаваемая матрицей B I m m= α ∈ ×R . Тогда:

( )i  HB  имеет нулевое собственное значение в 
точности тогда, когда α  равно одному из чисел 

α
π

α

π

k
j

m
ij k
m

j
k

e
r

k l=
1

4
= , 1, , ;

=1

1
2

−

∑ ∈ { }…

( )ii  При этом для B Ik k= α  выполнено: 
dim ker( ) = 2HBk

 при k l≠  и dim ker( ) = 1HBl
;

( )iii  Соответствующие собственные функции 
имеют вид 

 ψ
π

π

k
j

m
ij k
m

j

x
e

x x
k l±

±

( )
−

∈ { }∑=
1

4
, 1, , .

=1

2

…  (14)

Замечание 2. В работе [5] (пример 2) рассма-
тривается случай правильного m -угольника в слу-
чае чётного m  c вершинами в точках { }1x j

m . Имен-
но, там изучается реализация HB  с матрицей 

B I= 0β  при β0
=2 1

=
( 1)

| |
−

−
−∑

j

m j

jx x
 и доказано, что 

ker HB = {0} . Там же высказана гипотеза о том, 
что dim ker HB = 1  при всех m ≥ 2 , и указано, что 
она проверена при 2 96≤ ≤m . Так как β α0 = l,  
то при k l

m
= =

2
 теорема 1 подтверждает спра-

ведливость указанной гипотезы.

Более того, теорема 1, показывая, что для 
остальных реализаций HBk

 с нетривиальным 
ядром dim ker HBk

= 2 , демонстрирует исключи-
тельность реализации HBl

, исследованной в [5]. 

Теорема 2. Пусть m l= 2 1+  и реализация HB  
определяется матрицей B I m m= α ∈ ×R . Тогда:

( )i  HB  имеет нулевое собственное значение в 
точности тогда, когда α  равно одному из чисел 

α
π

α

π

k
j

m
ij k
m

j
k

e
r

k l=
1

4
= , 1, , .

=1

1
2

−

∑ ∈ { }…

( )ii  При этом dim ker( ) = 2,HBk
 а соответству-

ющие собственные функции равны 

 ψ
π

π

k
j

m
ij k
m

j

x
e

x x
k l±

±

( )
−

∈ { }∑=
1

4
, 1, , .

=1

2

…  (15)

Укажем зависящий от k  порядок убывания на 
бесконечности собственных функций (14), (15).
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Предложение 3. Пусть l
m

=
2

 при чётном m  и  

l
m

=
1

2
−  при нечётном m . При каждом k l∈ {1, , }…  

для собственные функций (14) и (15) имеет место 
оценка 

 ψk k
x O

x
x±

+( )











→ +∞=

1
, .

1  (16)

Это предложение обобщает формулу (20) из 

[5] и совпадает с ней при k l
m

= =
2

.

6. ОБЩИе ИНВаРИаНТНЫе 
РеаЛИЗаЦИИ

Здесь мы приведем описание всех инвариант-
ных реализаций HB, имеющих ненулевое ядро 
ker HB = {0} . Подчеркнем, что граничные ма-
трицы B  здесь пробегают совокупность всех ма-
триц вида (12), а не только скалярных B Im= α . 

Теорема 3. Пусть HB  – реализация, определяе-
мая матрицей B  вида (12). Тогда:

( )i  ker HB = {0}  в точности тогда, когда вы-
полнено одно из условий: 

 a a
r

e k l
j

m

j
j

ij k
m

1
=1

1

1

2

=
1

4
, 1, , ,− −











∈ { }
−

+∑ π

π

…  (17)

в которых числа a am1, ,…  связаны соотношениями 

a a j mm j j− + ∈ −{ }= 0, , 2 .2 где …

( )ii  При этом подпространство ker HB  по-
рождено собственными функциями вида (14), 
(15) (в зависимости от четности) и удовлетворя-
ющими оценке (16).

( )iii  Нулевое собственное значение оператора 
HB  имеет максимальную кратность, если и толь-
ко если выполнены все l  условий (17). Это име-

ет место в точности тогда, когда a a
rj

j
+ +1 1=

1
4π

 
для всех j m∈ −{1, , 1}… . 

В следующей теореме приводится явное опи-
сание всех инвариантных реализаций HB , име-
ющих максимальную кратность нулевого соб-
ственного значения. 

Теорема 4. Пусть m ∈ N \ {1} , M( )⋅  – соответ-
ствующая функция Вейля вида (13). Пусть также 

Em
m m( )∈ ×R  – матрица, все элементы которой 

равны 1. Тогда:
( )i  Размерность ядра ker HB  каждой инва-

риантной реализации HB , определяемой ма-
трицей B  вида (12), не превосходит m−1 , т. е. 
dim ker( ) 1HB m≤ − ;

( )ii  Кратность нулевого собственного значе-
ния реализации HB  максимальна, т. е. 

 dim ker HB m( ) −= 1,  (18)

тогда и только тогда, когда матрица B  имеет вид 

B B a aE M am= := 0 , ;( ) + ( ) ∈ C

( )iii  H HB a B a( ) ( )
*=  и обладает свойством (18) в 

точности тогда, когда a ∈ R ;

( )iv  HB a( ) 0≥  и обладает свойством (18) в точ-
ности тогда, когда a ≥ 0 ;

( )v  В частности, при a = 0  расширение 
H H HB M K(0) (0)= = ( 0)� ≥  является крейновским 
(наименьшим положительным) и обладает свой-
ством (18). 

7. ОБЩИе ИНВаРИаНТНЫе 
РеаЛИЗаЦИИ ДЛЯ ТРеУГОЛЬНИКа.

В случаях m = 3 , m = 4  для инвариантных ре-
ализаций HB  мы описываем все возможные раз-
мерности ядер ker HB .

Пусть m = 3 , а B  – произвольная граничная 
матрица вида (12), порождающая инвариантное 
относительно D3  расширение HB, т. е. 

 B

a b b

b a b

b b a

= .3 3












∈ ×C  (19)

Теорема 5. Реализация HB  c граничной матри-
цей B  вида (19) имеет ненулевое ядро ker HB = {0}  

в точности тогда, когда a b
r

− −=
1

4
,

π
 где r  – 

сторона треугольника.

При этом dim ker( ) = 2HB , а соответствую-
щие собственные функции равны 

ψ
π

ψ
π

1
1 2

2
1 3

=
1

4
1 1

,

=
1

4
1 1

x
x x x x

x
x x x x

( )
−

−
−











( )
−

−
−










.
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8. ОБЩИе ИНВаРИаНТНЫе 
РеаЛИЗаЦИИ ДЛЯ КВаДРаТа.

Рассмотрим случай m = 4 . Матрица B , опре-
деляющая инвариантное относительно D4  рас-
ширение HB , имеет вид: 

 B

a b c b

b a b c

c b a b

b c b a

= .4 4













∈ ×C  (20)

Теорема 6. Реализация HB  c граничной матри-
цей B  вида (20) имеет ненулевое ядро ker HB = {0}  
в точности тогда, когда выполнено хотя бы одно 
из следующих условий: 

( ) =
1

4
,

( ) 2 =
1

4
2 1

,

2

1 2

i a c
r

ii a b c
r r

− −

− + − +










π

π

где r1  – сторона, а r2  – диагональ квадрата. При 
этом 

dim ker( ) =

1, ;

2,HB

если выполнено но нарушено

если выполне

( ), ( )ii i

нно но нарушено

и

( ), ( )

( ) ( )

i ii

если выполнены оба условия i ii

;

3, ..










Cоответствующие собственные функции рав-
ны 

ψ
π

ψ
π

1
1 3

2
2 4

=
1

4
1 1

,

=
1

4
1 1

x
x x x x

x
x x x x

( )
−

−
−











( )
−

−
−











( )
−

−
−

+

+
−

−
−









,

=
1

4

1 1

1 13
1 2

3 4

ψ
π

x
x x x x

x x x x 



.

Замечание 3. Подчеркнем, что элементы ма-
триц B  в теоремах 5 и 6 комплексны. Поэтому ма-
трицы B  и, значит, порождаемые ими реализации 
HB  со свойством ker HB = {0}  не обязательно са-
мосопряжённые. Но для скалярных матриц B I= α ,  
условие α ∈ R , т. е. условие B B= * , необходимо 
для свойства ker HB = {0} . 

Из-за недостатка места мы опускаем описа-
ние аналогичных результатов для правильных 
многогранников в R3 . Эти результаты планиру-
ется опубликовать в другой работе.
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ON KERNELS OF INVARIANT SCHRÖDINGER OPERATORS  
WITH POINT INTERACTIONS. GRINEVICH–NOVIKOV PROBLEM

M. M. Malamuda, *,  V. V. Marchenkob, **
aRUDN University, Moscow, Russia

bBauman Moscow State Technical University, Moscow, Russia
Presented by Academician of the RAS I.A. Taimanov

According to Berezin and Faddeev, a Schrödinger operator with point interactions 

 − + −( ) { } ⊂ { } ⊂∑∆
j

m

j j j
m

j
m

x x X x
=1

1
3

1
, = , ,α δ αR R  

is any self-adjoint extension of the restriction −∆X  of the Laplace operator −∆  to the subset 
{ ( ) : ( ) = 0,1 }2 3f H f x j mj∈ ≤ ≤R  of the Sobolev space H 2 3( )R . The present paper studies the 
extensions (realizations) invariant under the symmetry group of the vertex set X x j

m= { }1  of a regular m -gon. 
Such realizations HB  are parametrized by special circulant matrices B m m∈ ×C . We describe all such 
realizations with non-trivial kernels. а Grinevich–Novikov conjecture on simplicity of a zero eigenvalue of the 
realization HB  with a scalar matrix B I= α  and an even m  is proved. It is shown that for an odd m  non-
trivial kernels of all the realizations HB  with scalar B I= α  are two-dimensional. Besides, for arbitrary 
realizations ( = )B Iα  the estimate dim ker( ) 1HB m≤ −  is proved, and all the invariant realizations of the 
maximal dimension dim ker( ) = 1HB m−  are described. One of them is the Krein realization, which is the 
minimal positive extension of the operator −∆X .

Keywords: Schrödinger operators with point interactions, invariant operators, Krein realization, multiplicity of 
zero eigenvalue 
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создание единого логического аппарата, имеющего дело с объектами двух типов — высказываниями 
и задачами”. Ниже построена подобная формальная система, а также её предикатная версия QHC, 
являющаяся консервативным расширением как интуиционисткого предикатного исчисления QH, 
так и классического предикатного исчисления QC. аксиоматика логики QHC является результатом 
одновременной формализации двух известных альтернативных толкований интуиционистской логи-
ки: 1) задачной интерпретации Колмогорова (с известными уточнениями Гейтинга и Крайзеля) и 2) 
доказательной интерпретации Орлова и Гейтинга, прояснённой и расширенной Гёделем.
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Настоящая заметка – краткое сообщение о 
препринтах автора [1], [2], имеющее своей це-
лью более доступное изложение их основных 
идей и результатов.

1. чТО ТаКОе ЛОГИКа (ФОРМаЛЬНО)?

С точки зрения современных учебников си-
стеме вывода логики первого порядка полага-
ется состоять из схем аксиом и правил вывода, 
где и те, и другие используют метапеременные (а 
не переменные языка) и могут включать в себя 
условия, выраженные словами, такие как “при 
условии, что x  не свободна в P ” или “при ус-
ловии, что t  свободен для x  в P x( ) ”. В старых 
учебниках Гильберта–аккермана, Гильберта–
Бернайса и П.С. Новикова система вывода со-
держала только отдельные аксиомы (т.е. фор-
мулы, а не схемы), но правила вывода всё равно 
использовали метапеременные и включали в 
себя вербальные условия.

Мы будем использовать третий тип форма-
лизма, в котором вся система вывода является 

объектом некоторого формального языка (на-
зываемого языком металогики). Этот форма-
лизм  – упрощённая версия формальной мета-
логики Полсона [3], используемой в Isabelle 
(известной программе для работы с доказатель-
ствами). При таком подходе принципы и прави-
ла не содержат ни метапеременных, ни вербаль-
ных условий, так что они оказываются вполне 
формальными синтаксическими объектами, и 
поэтому имеет смысл говорить об их семантике. 
Метапеременные и вербальные условия не исче-
зают полностью: они присутствуют в метаправи-
лах вывода, которые одинаковы для всех логик 
первого порядка.

Коротко опишем нашу версию этого форма-
лизма (ср. [1], [4]). Пусть дан язык L логики пер-
вого порядка, включая понятие формулы языка L.  
Нам нужно, чтобы L содержал предикатные пе-
ременные (как в учебниках а. чёрча, Гильберта– 
аккермана, Гильберта–Бернайса и П.С.  Нови-
кова), а не только предикатные константы, как 
в некоторых современных учебниках (которые, 
тем не менее, как правило используют пропо-
зициональные переменные в своих изложениях 
пропозициональной логики). естественное ме-
сто для предикатных констант тогда – не в языке  
L, а в языке теории над этой логикой.

1 Математический институт им. В.А. Стеклова РАН, 
Москва, Россия
*E-mail: melikhov@mi-ras.ru
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Метаформулы строятся индуктивно из фор-
мул с помощью метаконъюнкции &, мета-импли-
кации ⇒  и метакванторов всеобщности по лю-
бым индивидным и предикатным переменным 
языка L. Метаквантификацию по всем инди-
видным переменным, встречающимся свободно 
в заданной метаформуле F , будем записывать 
сокращённо в виде ( )1 F ; а по всем предикатным 
переменным (любой валентности), встречаю-
щимся свободно в F  – в виде ( )2 F .

Правило F F Gm1, ,… , где F Fm1, ,…  и G  – фор-
мулы, является сокращённой записью мета-
формулы ( ) ( ) & & ( ) ( )2 1 1 11F F Gm… ⇒( ) .  Принцип 
⋅G, где G  – формула, является сокращённой 
записью метаформулы ( )( )2 1 G . Таким образом, 
правила без посылок можно отождествить с  
принципами.

Система вывода D  – это метаконъюнкция 
конечного числа принципов и правил, называе-
мых её  законами1 и  правилами вывода. Другая си-
стема вывода D'  (в том же языке)  эквивалентна 
системе D , если метаформула ( ') ( ' )D D D D⇒ ⇒&  
выводима с помощью метаправил вывода. (По-
следние представляют собой правила введения и 
удаления для &, ⇒  и метакванторов, в стиле на-
турального вывода, а также правило α -конвер-
сии. Подробнoсти см. в [1] или [4]; примеры ра-
боты с метаправилами см. в [4].)

Логика – это класс эквивалентности систем 
вывода. если L  – логика, заданная системой вы-
вода D , обозначим через � FL  (или просто � F ,  
если L  ясна из контекста) суждение, что мета-
формула D F⇒  выводима с помощью метапра-
вил вывода. Суждение � F F G( )1 & &… m ⇒  будем 
записывать сокращённо в виде F F � G1, ,… m .  
В случае, когда F Fm1, ,…  и G  являются форму-
лами, “ F F Gm1, ,… � ” имеет тот же смысл, что и 
в учебниках а. чёрча, Г. Б. Эндертона, Колмо-
горова–Драгалина и Трулстры–ван Далена. С 
другой стороны, “ F F Gm1, ,… � ”, будучи опреде-
лённым как в учебниках Д. Шёнфилда и Э. Мен-
дельсона, имеет значение (1) 1,..., (1)   (1)F F Gm � . 
Последнее отношение на наборах формул опре-
деляет выводимость правил, а значит, и логику.

Будем говорить, что правила R Rn1, ,…  влекут 
правило Q , если верно суждение R R Qn1, ,… � . 
Например, в интуиционистской логике прин-

цип ⋅⋅ ¬¬ →α αα α влечёт принцип ⋅⋅ α αα α∨ ¬ , что лег-
ко усмотреть, используя � ⋅⋅¬¬ ∨ ¬( )β ββ β . Однако 

α αα α�� → ∨ �α αα α� , так как посылка становится 
выводимой при замене αα на �ββ, а заключение –  
нет. (В рамках традиционного формализма здесь 
можно было бы сказать, что схема α α� �  невы-
водима из схемы α α�� → ; это свидетельствует о 
том, что традиционное представление принципов 
схемами иногда приводит к недоразумениям.)

2. чТО ТаКОе ИНТУИЦИОНИСТСКаЯ 
ЛОГИКа (НеФОРМаЛЬНО)?

При построении новой логики для начала 
нужно обратиться к неформальным рассмотре-
ниям – иначе возникает риск прийти к “непра-
вильной” (т.е. немотивированной) логике. Наша 
логика QHC возникнет естественным образом из 
анализа семантики интуиционистской логики.

2.1. Задачная интерпретация 

Идея Колмогорова состояла в том, что объек-
ты интуиционистской логики “суть в действи-
тельности не теоретические высказывания, а, 
напротив, задачи”. Далее описана немного уточ-
нённая форма его толкования интуиционист-
ской логики [6], включающая небольшие  
усовершенствования, привнесённые а. Гейтин-
гом (1934). Более подробное обсуждение см. в  
[4;  § 3.7, § 3.8].

Рассмотрим класс конкретных задач (напри-
мер, задачи на построение циркулем и линей-
кой), которые могут содержать параметры, про-
бегающие фиксированную область D . Смысл 
задач, содержащих логические связки или кван-
торы, разъясняется следующим образом:

• решение задачи � �∧  состоит из решения 
Γ  и решения ∆ ;

• решение задачи � �∨  состоит из явного 
выбора между Γ  и ∆  и решения выбранной за-
дачи;

• решение задачи � �→  – это  сведение ∆  к 
Γ , т.е. общий метод решения ∆  на основе любо-
го заданного решения Γ ;

• задача ×  (“абсурд”) не имеет решений, а 
¬Γ  – сокращённая запись для Γ →× ;

• решение задачи ∃x xΘ( )  – это решение 
Θ( )0x  для некоторого явно выбранного x D0 ∈ ;

• решение задачи ∀x xΘ( )  – это общий метод 
решения Θ( )0x  при каждом x D0 ∈ . 

1 Законы играют ту же роль, что и схемы аксиом, но фор-
мально не являются ни схемами аксиом, ни отдельными 
аксиомами.



40 МеЛИХОВ

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ том 516 2024

Здесь ключевым элементом является понятие  
общего метода, которое Колмогоров разъясняет 
следующим образом. если Γ( )X  – задача, зави-
сящая от параметра X  “произвольного сорта”, 
то “указать общий метод решения задачи Γ( )X  
при каждом конкретном значении X ” следует 
понимать как “быть в состоянии для каждого 
заданного единичного значения X0  переменной 
X  решить задачу Γ( )0X  посредством конечной 
последовательности заранее (до выбора этого X0)  
известных шагов”.

Как отмечается в учебнике Трулстры–ван Да-
лена (Troelstra–van Dalen), приведённых выше 
шести положений недостаточно, чтобы отличить 
интуиционистскую логику от классической. 
Действительно, если Γ  обозначает множество 
решений задачи Γ , то эти положения гаранти-
руют, что:  

• � �∧  есть произведение � �× ; 

• | |� �∨  есть дизъюнктное объединение 
� �� ; 

• имеется отображение F : Γ ∆ Γ ∆→ → Hom( , ) 
во множество всех отображений; 

• | | =× ∅ ; 

• ∃x xΘ( )  есть дизъюнктное объединение 
d D

d
∈� Θ( ) ; 

• имеется отображение G : ∀ →
∈∏x x d

d D
Θ Θ( ) ( ) 

в произведение. 

если отображение F  сделать тождественным, 
получится классическая логика. Действительно, 
Γ Γ Γ Γ∨ ¬ ∅= ( , )� Hom  всегда непусто; значит, 
Γ Γ∨ ¬  имеет решение для любой задачи Γ .

Ингредиент, которого здесь не хватает – это 
следующая интерпретация метаквантора вто-
рого порядка, которая, к сожалению, не обсуж-
дается ни в каких учебниках, но почти в явном 
виде присутствует в статье Колмогорова [6]. 
если � �= ( , , )1� �… n  – формула, не содержащая 
предикатных переменных кроме уже перечис-
ленных, то принцип ⋅Φ  интерпретируется как 
задача “найти общий метод решения задачи 
� � �( , , )1… n  для любых конкретных задач Γ Γ1, ,… n  
подходящих валентностей”.

Например, � � �γ γγ γ интерпретируется как за-
дача “найти общий метод, позволяющий для 
всякой конкретной задачи Γ  либо решить Γ,  
либо прийти к противоречию исходя из предпо-
ложения о том, что задано решение Γ ”. Такой 

общий метод нам неизвестен, и  именно поэтому 
интуиционистская логика отлична от классиче-
ской.

Колмогоров также предложил интерпретацию 
правил, которая после некоторых уточнений (с 
целью отделения синтаксиса от семантики) при-
менима к произвольным метаформулам [4].

2.2. Доказуемостная интерпретация

Немного другая интерпретация интуициони-
стской логики была предложена И. е. Орловым 
(1928) и независимо а. Гейтингом (1930, 31). Для 
них объектами интуиционистской логики слу-
жат не задачи, а утверждения о конструктивной  
доказуемости высказываний. Более подробное 
обсуждение см. в [1; § 6.2.1].

К. Гёделю удалось формализовать эту интер-
претацию в его переводе пропозициональной 
интуиционистской логики в логику S4 (1933; не-
доработанная версия этого перевода имеется уже 
в статье Орлова). Позже, в наброске своей лек-
ции 1938 года [7] Гёдель попытался аксиоматизи-
ровать также более точное понятие доказатель-
ства в смысле Орлова и Гейтинга; он говорит 
о доказательствах, “понимаемых не в какой-то 
конкретной системе, а в абсолютном смысле (то 
есть, [то, что] позволяет сделать [утверждение] 
очевидным)”.

В этом наброске Гёдель рассматривает тер-
нарное отношение “zBp q, , то есть z  – вывод q  из 
p”. Но в действительности он также использует 

бинарное отношение “aBq”, которое, насколько 
можно судить, служит сокращением для aB qΤ, . 
аксиомы Гёделя для B  таковы (буквально): 

• “ zB x y x yϕ ϕ( , ) ( , )→ ”; 

• “ uBv u B uBv→ ′ ( ) ”; 
• “zBp q uBq r f z u Bp r, , ( , ) ,& → ”; 
• “если q  доказано и a  – [предъявленное] 

доказательство, [то] пишется aBq ”. 
Вместо того, чтобы пытаться прояснить 

смысл сказанного в исходных терминах Гёделя, 
рассмотрим очень похожую, но более чётко опи-
санную логику. а именно, пусть S4pr – расшире-
ние классической логики предикатов следующи-
ми дополнительными элементами языка:

• оператор  :  , сопоставляющий всяким фор-
муле F  и терму t  формулу t F: ; 

• унарная функция  '  , сопоставляющая вся-
кому терму t  терм ′t ; 
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• бинарная функция [ ]⋅ , сопоставляющая 
всяким двум термам s t,  терм s t[ ] ; 

• оператор * , сопоставляющий всякой фор-
муле F  терм *F  

и следующими дополнительными законами и 
правилами вывода:2

(1) ⋅ t : p pp p→  
(2) ⋅ t t t: : ( : )p pp p→ ′  
(3) ⋅s t s t: ( ) ( : [ ] : )p qp q p qp q→     → →   
(4) * :

pp
pppp

 

Нам понадобится

Предложение 2.1. В логике S4pr выводимы сле-
дующие принципы и правила:  

( )′ ¬ ⊥1 ( : )⋅ t  
1 : p pp p( )′′ ∃          →⋅ t t   

( )′′′1
:t pp
pp

  

p pp pt t2 :( )′ →       ∃: ( : )⋅ t t�  

2.3. Принцип Прокла–Крайзеля

Как мы увидим ниже, с некоторой формаль-
ной точки зрения задачная интерпретация Кол-
могорова–Гейтинга и доказуемостная интерпре-
тация Орлова–Гейтинга имеют много общего, 
но не сводятся друг к другу. Однако в литературе 
эти интерпретации традиционно отождествляют 
друг с другом (что нельзя назвать совсем нело-
гичным, поскольку в статье Гейтинга 1931 года 
содержатся элементы обеих). Результатом этого 
хронического смешения стала так называемая 
“BHK–интерпретация” интуиционистской ло-
гики, изначально названная так в честь Брауэра, 
Гейтинга и Крайзеля, а позднее традиционно 
называемая точно так же уже в честь Брауэра, 
Гейтинга и Колмогорова.

Главным вкладом Г. Крайзеля было, в терми-
нах задачной интерпретации, следующее наблю-
дение: для того, чтобы вышеупомянутые шесть 
положений имели смысл, к ним нужно доба-
вить такую оговорку:  “каждое решение задачи 
Γ  должно быть снабжено доказательством того, 
что оно действительно является её решением”. 
Более подробное обсуждение см. в [4; § 3.7]. На 
самом деле этот же принцип подчёркивали уже 
древние греки, в особенности Прокл, в контек-

сте задач на построение циркулем и линейкой. 
(а.П. Мартин-Лёф наоборот подчёркивал, что 
этот принцип не выполняется в его интуицио-
нистской теории типов.)

3. ЛОГИКа QHC

В дальнейшем интуиционистская и класси-
ческая логики предикатов будут обозначаться 
как QH и QC. Сейчас мы займёмся построением 
новой логики QHC, подходящей под описание 
Колмогорова [5], цитированное в аннотации.

3.1. Язык

Язык логики QHC содержит:  

• логические константы:  

– классические  истину и  ложь, обозна-
чаемые как Τ ⊥, , и 

– их интуиционистские аналоги  триви-
альность и  абсурд, обозначаемые как √ ×, ; 

• для каждого n ≥ 0  счётное множество  
n -местных предикатных переменных двух  
сортов:

– задачные переменные, обозначаемые по-
лужирными греческими буквами (α  α  ββ   ,   ,…); 

– собственно-предикатные переменные, 
обозначаемые полужирными латинскими бук-
вами (p qp q, ,…); 

• счётное множество индивидных перемен-
ных, записываемые машинописным шрифтом: 
x y, ,…; 

• классические и интуиционистские связки 
и кванторы (см. ниже); 

• два новых оператора ? и !.

Обычный математический шрифт будет ис-
пользоваться для метапеременных.

Каждая формула логики QHC будет иметь 
один из двух сортов: она должна быть либо 
c-форму лой, либо  i-формулой.  Атомарной c-форму-
лой называется выражение вида p x xn( , , )1… , где 
p  – n -местная собственно-предикатная пере-

менная и x xn1, ,…  – индивидные переменные.  
Атомарной i-формулой называется выражение 
вида α( , , )1x xn… , где α  – n -местная задачная пе-
ременная и x xn1, ,…  – индивидные переменные. 
Произвольная  c-формула – это либо Τ, либо ⊥,  
либо атомарная c-формула, либо выражение 
вида Φ , где Φ  – i-формула; либо выражение, 

2 Близкую, но более сложную логику исследовал С. артё-
мов [8].



42 МеЛИХОВ

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ том 516 2024

построенное индуктивно из выражений преды-
дущих четырёх типов с использованием класси-
ческих связок ∧ ∨ → ↔ ¬, , , ,  и классических кван-
торов ∃ ∀, . Произвольная  i-формула – это либо 
√ , либо × , либо атомарная i-формула, либо вы-
ражение вида F , где F  – с-формула; либо выра-
жение, построенное индуктивно из выражений 
предыдущих четырёх типов с использованием 
интуиционистских связок ∧ ∨ → ↔ ¬, , , ,  и интуи-
ционистских кванторов ∃ ∀, . При этом класси-
ческие связки/кванторы и их интуицонистские 
аналоги на письме не различаются, но всегда не-
сложно выяснить, кто из них есть кто, посколь-
ку сорт каждой подформулы, имеющей один из 
первых четырёх типов (из определений c-форму-
лы и i-формулы) ясен из того, как она выглядит.

В дальнейшем мы будем обозначать i-форму-
лы не допускающими разночтений греческими 
заглавными буквами, c-формулы – не допуска-
ющими разночтений латинскими заглавными 
буквами, а формулы логики QHC неизвестного 
сорта – заглавными буквами, которые с точки 
зрения  являются и греческими, и латинскими 
(например, A , B , E ).

3.2. Неформальная семантика

Замкнутые c-формулы интерпретируются 
высказываниями, а замкнутые i-формулы – за-
дачами. Подробнее:  

• n -местные собственно-предикатные пере-
менные интерпретируются n -местными преди-
катами; 

• n -местные задачные переменные интер-
претируются задачами с n  параметрами; 

• классические связки и кванторы интер-
претируются как обычно, с помощью таблиц ис-
тинности; 

• интуиционистские связки и кванторы ин-
терпретируются как в § 2; 

• если Φ  – i-формула, интерпретируемая за-
дачей Γ  с n  параметрами, то ?Φ интерпретирует-
ся n -местным предикатом “Γ  имеет решение”; 

• если F  – c-формула, интерпретируемая 
n-местным предикатом P , то !F  интерпретиру-
ется задачей “доказать P ” с n  параметрами. 

если F F p pm n= ( , , , , , )1 1γ γ… …  – замкнутая 
c-формула, не содержащая предикатных пере-
менных кроме уже перечисленных, то принцип 
⋅F  интерпретируется высказыванием “высказы-

вание F P Pm n( , , , , , )1 1Γ Γ… …  выполнено для любых 
задач Γ Γ1, ,… m  и предикатов P Pn1, ,…  подходящей 
валентности”. Суждение � ⋅F  может быть про-
интерпретировано суждением об истинности 
этого высказывания.

если � �= ( , , , , , )1 1� �… …m np p  – замкнутая 
i-формула, не содержащая предикатных пере-
менных кроме уже перечисленных, то принцип 
⋅Φ интерпретируется задачей “найти общий ме-
тод решения задачи � � �( , , , , , )1 1… …m nP P  для лю-
бых задач Γ Γ1, ,… m  и высказываний P Pn1, ,…  под-
ходящей валентности”. Суждение � ⋅Φ может 
быть проинтерпретировано суждением о том, 
что эта задача имеет решение.

Интерпретация правил и других метаформул 
более сложна; см. [2].

3.3. Система вывода

Некоторые законы и правила вывода логики 
QHC можно указать сразу:

• Все законы и правила вывода логики QC 
(см. [4; § 4.6]). 

• Все законы и правила вывода логики QH 
(см. [4; § 4.6]). 

Здесь формулы QC и QH отождествляются 
соответственно с c-формулами и i-формулами, 
не содержащими вхождений ? и !. Отметим, что, 
используя метаправила вывода (а именно, пра-
вила введения и удаления метакванторов вто-
рого порядка), мы можем применять классиче-
ские законы и правила вывода к произвольным 
c-формулам, а интуиционистские законы и пра-
вила вывода – к произвольным i-формулам.

Обсудим теперь оставшуюся часть системы 
вывода.

Высказывание “Γ  имеет решение”, обозна-
чаемое как ?Γ , может быть перефразировано в 
терминах § 2 как “| |Γ ≠ ∅”. Тогда из шести поло-
жений задачной интерпретации (см. § 2) следу-
ет, что для любых задач Γ , ∆  и любой задачи Θ  
с параметром должны быть истинны следующие 
высказывания:

• ? ? ?( )Γ ∆ Γ ∆∧ ↔ ∧  
• ? ? ?( )Γ ∆ Γ ∆∨ ↔ ∨  
• ? ? ?( ) ( )Γ ∆ Γ ∆→ → →  
• ¬ ×?  
• ? ?∃ ↔∃x x x xΘ Θ( ) ( )  

• ? ?∀ → ∀x x x xΘ Θ( ) ( )  



43СОВМеСТНаЯ ЛОГИКа ЗаДач И ВЫСКаЗЫВаНИй

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ том 516 2024

Эти высказывания соответствуют следующим 
принципам в языке логики QHC:

(1a) ⋅⋅? ? ?( )γ δγ δ γ δγ δ∧ ↔ ∧  
(1b) ⋅⋅? ? ?( )γ δγ δ γ δγ δ∨ ↔ ∨  
(1c) ⋅? ? ?( ) ( )γ δγ δ γ δγ δ→     → →  
(1d) ¬ ×?  
(1e) ( )θ θθ θ⋅? ?∃ ↔∃x x x x( ) 
(1f) θ θθ θ⋅? ?∀ → ∀x x x x( )( )  
Это наша первая группа законов логики QHC 

(некоторые из них впоследствии окажутся избы-
точными).

Неформально, (1d) утверждает, что ×  – не 
просто самая сложная задача (что гарантирует-
ся принципом “Ex falso quodlibet”, ⋅��� γγ), а за-
дача, вообще не имеющая решения. Этот лишь 
один пример того, как задачная интерпретация 
не до конца формализуется логикой QH, но бо-
лее полно формализуется логикой QHC.

Из принципа Прокла–Крайзеля следует, что 
всякое решение задачи Γ  даёт доказательство 
существования решения задачи Γ . Этот более 
слабый принцип выразим в языке логики QHC, 
и мы добавляем его в систему вывода:

(1g) ⋅γ γγ γ→ !? . 
Заключительная часть системы вывода возни-

кает из доказуемостной интерпретации. Прин-
ципы и правила (1′), (1′′), (1′′′), (2′), (3) и (4) из  
§ 2, выводимые в S4pr, имеют следующие пря-
мые аналоги в языке логики QHC:

(2a) ⋅¬ ⊥!  

(2b) ⋅?!p pp p→   

(2c) !pp
pp

(2d) ⋅! !?!p pp p→  

(2e) ⋅! ! !( ) ( )p qp q p qp q→     → →   

(2f) 
pp
pp!  

Закон (2d) сразу становится избыточным, так 
как следует из (1g). Но взаимодействие между 
первой и второй частями системы вывода этим 
далеко не ограничивается. В частности, можно 
показать, что законы (1a), (1b), (1d), (1e) и (1f) 
также избыточны.

Предложение 3.1. Система вывода (0a)–(2f) 
эквивалентна следующей: [start=0] 

(0) Все законы и правила вывода QC и QH  

(1) 
pp
pp!   

(2) αα
αα?

  

(3) ⋅?!p pp p→  

(4) ⋅α αα α→ !?  

(5) ⋅! ! !( ) ( )p qp q p qp q→      → →  

(6) ⋅? ? ?( ) ( )α βα β α βα β→     → →  

(7) ¬ ⊥!  

3.4. Основные свойства

Предложение 3.2. Следующие принципы выво-
димы в QHC:  

(1) ! ⊥↔×  
(2) ?×↔⊥  
(3) ( )⋅! ! !p qp q p qp q∧ ↔ ∧  
(4) p qp q( )⋅!p qp q∨ → ∨  
(5) ( )( )x x! !p pp p⋅∀ ↔ ∀x x  
(6) ( ) ( )p pp p⋅∃ → ∃x x x x! !  
(7) ! ?α αα α⋅� ↔ ¬  
(8) → ↔⋅( ) ( )!? !? ? ?α βα β α βα β→  

Предложение 3.3. Для любой i-формулы Φ  и 
c-формулы F , � ?Φ → F  тогда и только тогда, 
когда � Φ → !F . 

Таким образом, ? и ! образуют соответствие 
Галуа между чУМами Линденбаума классов эк-
вивалентности i-формул и c-формул.

Предложение 3.4. Обозначим �:= ?!. Тогда в 
QHC выводимо:  

(1) p pp p⋅ →�  
(2) ⋅ →� ��p pp p 
(3) � �( )p qp q⋅ → → →�( )p qp q   

(4) pp
pp�

 

Расширение логики QC оператором �:= ?!, 
удовлетворяющим (1)–(4) – это модальная ло-
гика QS4.

Предложение 3.5. Обозначим ∇ := !?. Тогда в 
QHC выводимо:  

(1) ⋅α αα α→ ∇  
(2) α αα α⋅∇∇ → ∇  
(3) ( )α βα β α βα β( )⋅∇ → → ∇ → ∇  
(4) ∇×→×  
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Расширение логики QH оператором ∇ , удов-
летворяющим (1)–(4), будем обозначать как 
QH4. Эту интуиционистскую модальную логи-
ку исследовали М. Фэйртлаф и М. Уолтон [9], 
а также П. акцель [10], позднее – С. артёмов и 
Т. Протопопеску [11]. При удалении (4) получа-
ется логика, которую исследовал ещё Х. Карри в 
1950 году [12, с. 120], а позднее также Р. Голдблатт 
(1979) и многие другие.

Предложение 3.6. В логике QHC выводимо:  

(1) α αα α⋅∇ → ¬¬  
(2) α αα α⋅�� ↔ �  
(3) α αα α⋅� ↔ ��  
(4) ⋅� � �( )p qp q p qp q∧ ↔ ∧  
(5) α βα β( )α βα β⋅∇ ∧ ↔ ∇ ∧ ∇  

4. СИНТаКСИчеСКИе ИНТеРПРеТаЦИИ

4.1. � -интерпретация 

Классический доказуемостный перевод ло-
гики QH в логику QS4 (см. [4]) продолжается до 
следующей синтаксической  � -интерпретации 
QHC в QS4, обозначаемой как A A� � :  

• перед атомарными i-формулам вставляется 
� ; 

• интуиционистские связки и кван-
торы становятся классическими (а также 
[1] [1] [ 2] [ 4]× × − × − × , √  превращаются в ⊥ , Τ),  
и перед ними вставляется �  (на самом деле, 
вставлять �  действительно необходимо только 
перед →  и ∀ ); 

• ? удаляется, ! заменяется на � . 
Теорема 4.1. Если A A An QHC1, ,… � , то 

( ) , ,( )1 4A A An QS� � �… � . 

Следствие 4.2. Логика QHC является консерва-
тивным расширением логики QS4, а следователь-
но, и логики QC. 

Несложно переформулировать � -интерпер-
тацию как расширение оригинальной формы 
Гёделя (см. [4]) доказуемостного перевода:  

• × , √  превращаются в ⊥ , Τ ; 
• интуиционистские связки и кванторы ста-

новятся классическими и после них (т.е. перед 
формулами, которые они связывают) вставляет-
ся �  (на самом деле, вставлять �  действительно 
необходимо только после ∨ , ∃  и → ); 

• ? удаляется, ! заменяется на � . 

4.2. ¬¬-интерпретация 

5 A A� ¬¬ : Стандартный ¬¬-перевод логики 
QC в логику QH (см. [4]) продолжается до следу-
ющей синтаксической  ¬¬ -интерпретации QHC 
в QH, обозначаемой как A A� ¬¬ :  

• перед атомарными c-формулами вставля-
ется ¬¬; 

• классические связки и кванторы становят-
ся интуиционистскими (а также ⊥ , Τ  превра-
щаются в × , √ ) и перед ними вставляется ¬¬  
(на самом деле, вставлять ¬¬  действительно не-
обходимо только перед ∨  и ∃ ); 

• ! удаляется, ? заменяется на ¬¬ . 
Теорема 4.3. Если A A An QHC1, ,… � , то 

( ) , ,( )1A A An QH¬¬ ¬¬ ¬¬… � . 

Следствие 4.4. Логика QHC является консерва-
тивным расширением логики QH. 

На вопрос автора, является ли логика QHC 
также консервативным расширением логики 
QH4, недавно утвердительно ответила а. Оно-
приенко [13], [14].

Несложно переформулировать ¬¬ -интер-
претацию в виде расширения версии Куроды 
(см. [4]) классического ¬¬ -перевода:  

• если вся формула есть c-формула, то перед 
ней вставляется ¬¬; 

• ⊥ , Τ  превращаются в × , √ ; 
• классические связки и кванторы становят-

ся интуиционистскими, и после них (т.е. перед 
формулами, которые они связывают) вставля-
ется ¬¬  (на самом деле, вставлять ¬¬  действи-
тельно необходимо только после ∀ ); 

• ? удаляется, ! заменяется на ¬¬ . 

4.3. ∇ -интерпретация 

� -интерпретация QHC в QS4, взятая в ком-
позиции со вложением QS4 в QHC, �� , может 
быть “улучшена” так, чтобы сорта формул со-
хранялись. а именно, если A  – формула логики 
QHC, пусть A∇  – формула логики QHC, полу-
ченная из A  путём вставления ∇ :=  перед всеми 
атомарным i-формулами, а также перед всеми 
интуиционистскими связками и кванторами. (На 
самом деле, из связок и кванторов вставлять ∇  
действительно необходимо только перед ∨  и ∃ .)

Теорема 4.5. Если A A An1, ,… � , то 
( ) , ,( )1A A An∇ ∇ ∇… � . Более того, если A  – формула 
логики QH, то � A∇  влечёт � A . 
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В частности, это даёт нетривиальное вложе-
ние QH в QHC (на самом деле, в QH4), образ 
которого – “не различающий разных решений” 
("proof-irrelevant") экземпляр интуиционистской 
логики. С другой стороны, с помощью моделей 
можно показать, что ни A A� ∇ , ни A A∇ �  во-
обще говоря неверно для формул логики QH.

4.4. ◊ -интерпретация 

¬¬ -интерпретацию QHC в QH тоже можно 
“улучшить” так, чтобы она сохраняла сорта фор-
мул. а именно, если A  – формула логики QHC, 
пусть A◊  – формула логики QHC, полученная 
из A  вставлением �◊  перед всеми атомарными 
c-формулами, всеми классическими связками и 
кванторами, а также перед всеми вхождениями 
?, где �=  и ◊ ¬ ¬= � . (На самом деле, вставлять 
�◊  перед ∧  необязательно, а перед →  и ∀  до-
статочно вставлять только � .)

Теорема 4.6 Если A A An1, ,… � , то 
( ) , ,( )1A A An◊ ◊ ◊… � . Более того, если A  – формула 
логики QC, то � A◊  влечёт � A . 

Получающееся нетривиальное вложение QC 
в QHC – это вложение Фиттинга QC в QS4 [16]. 
С другой стороны, A A� ◊  опровергается рас-
смотрением моделей.

4.5. Уточнённый ¬¬ -перевод 

Следующую переформулировку ◊ -интерпре-
тации при ограничении на QC можно рассма-
тривать как уточнение оригинального ¬¬ -пере-
вода Колмогорова:

• перед каждой классической →  вставляется 
?, а после неё – !; 

• перед каждыми классическими ∀  и ∧  
вставляется ?, а после них – ¬ ¬! ; 

• перед каждыми классическими ∨  и ∃  
вставляется ¬ ¬? , а после них – !; 

• каждая ∇  заменяется на ¬¬ ; 

• каждый !, предшествующий атомарной 
c-формуле, заменяется на ¬ ¬! ; 

• если вся формула начинается с ?, этот ? за-
меняется на ¬ ¬? ; 

• если вся формула есть атомарная c-форму-
ла, перед ней вставляется ◊. 

В самом деле, в этой интерпретации все клас-
сические связки и кванторы выражаются через 
интуиционистские, а также через ?, ! и класси-

ческое ¬ . Например, ∃x xpp( ) интерпретируется 
как ? !¬ ¬∃x xpp( ), т.е. “невозможно вывести про-
тиворечие из построения некоторого x  вместе с 
доказательством pp( )x ”. С точки зрения матема-
тической практики это звучит более осмыслен-
но, чем оригинальный колмогоровский перевод, 

x x��� pp( ).  

4.6. ¬¬ -перевод нельзя улучшить 

Легко видеть, что следующая диаграмма ком-
мутативна. 

�� �αα αα

����� �

������

QH QH

QC

�

� � ��

��

���

� ����

перевод

перевод

�

QH �

� �

Эта диаграмма является пушаутом. Иными 
словами, классический ¬¬ -перевод QC в QH 
не может быть улучшен в следующем смысле: 
он не пропускается ни через какую логику, по-
лученную добавлением к QH4 набора законов, 
которые в совокупности строго слабее, чем 

α αα α⋅∇ ↔ ¬¬ .

5. ПРИНЦИПЫ

Законы и правила вывода логики QHC воз-
никли из наиболее ранних и хорошо известных 
толкований интуиционистской логики, и пото-
му едва ли в них может быть что-то спорное (если 
конечно мы принимаем язык логики QHC). Но 
не может ли случиться так, что ещё какой-ни-
будь настолько же не вызывающий сомнений 
принцип (или правило), выразимый в языке ло-
гики QHC, не выводим в QHC, и тем самым его 
“не хватает” в нашей системе вывода?

5.1. Гильбертов принцип “no ignorabimus”

Принцип разрешимости для i-формул, 
⋅?( )γ γγ γ� � , мы будем называть  гильбертовым 
принципом “no ignorabimus”, или коротко H-прин-
ципом. Имеющие отношение к делу тексты 
Д. Гильберта, в которых он настаивал на прин-
ципе “разрешимости всякой математической 
проблемы”, подробно обсуждаются в [2].

Предложение 5.1. Каждый из следующих прин-
ципов эквивалентен H-принципу:  

(1) α αα α⋅?( )¬¬ → ; 
(2) α αα α⋅? ?� ↔ ¬ ; 
(3) α αα α⋅∇ ↔ ¬¬ ; 
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(4) α αα α⋅?( )∇ ∨ �� ; 
(5) α αα α⋅��� → ∇ ; 
(6) α αα α⋅?( )��� → ∇ ; 
(7) ⋅? ? ?( ) ( )α βα β α βα β→ ↔ → ; 
(8) ⋅( ) ( )� � � � �p qp q p qp q→ ↔ → ; 
(9) ⋅� �p pp p↔ ◊ ; 
(10) p pp p⋅◊ ↔ ◊� . 
Следствие 5.2. Логика QHC, расширенная 

H-принципом, является консервативным расшире-
нием логики QS5. 

5.2. Принцип стабильности Колмогорова
Принцип ¬ ¬! !p pp p⋅ →  мы будем называть 

“принципом стабильности Колмогорова”, или 
коротко K-принципом.   Это связано с мнением, 
выраженным а. Н. Колмогоровым в письме а. 
Гейтингу, которое, как аргументируется в [1;  
§ 6.2.2] (см. также [2; § 3.1.2]), можно истолко-
вать как утверждение, что в рамках конструкти-
визма всякое предложение должно быть либо за-
дачей, либо  стабильным высказыванием, то есть 
таким высказыванием P , что задача ¬ ¬ →! !P P  
имеет решение. (Как обсуждается в [1; § 4.1], 
стабильные высказывания тесно связаны со ста-
бильными задачами, то есть такими задачами Γ , 
что задача ¬¬ →Γ Γ  имеет решение.)  

Предложение 5.3. Каждый из следующих прин-
ципов и правил эквивалентен K-принципу:  

(1) p pp p⋅? ! !( )¬ ¬ → ; 
(2) ⋅? ! !( )p pp p� � ; 
(3) ⋅�p pp p↔ ; 
(4) p pp p⋅! !� ↔ ¬ ; 
(5) ⋅! ! !( ) ( )p qp q p qp q→ ↔ → ; 
(6) ⋅� � �( ) ( )p qp q p qp q→ ↔ → ; 
(7) ⋅� � � �( ) ( )p qp q p qp q→ ↔ → ; 
(8) ⋅� � �( ) ( )p qp q p qp q∨ ↔ ∨ ; 
(9) ( )x x? !( )∃ ↔⋅ ¬ ¬∃xpp pp x ; 
(10) pp x( )x x? !( )⋅∀ ↔ � �¬xpp ; 

(11) ◊pp
pp

; 

(12) 
¬
¬

!pp
pp . 

Сродни принципу (3) следующий “принцип 
конструктивности доказательств” (PC-принцип): 
⋅∇ →α αα α.

Предложение 5.4. (а) Каждый из следующих 
принципов эквивалентен K-принципу:  

(1) ⋅( ) ( )p qp q p qp q→ ↔ →? ! ! ; 

(2) ( )⋅p qp q p qp q∨ ↔ ∨? ! ! ; 

(3) p pp p? !⋅∃ ↔ ∃x x x x( ) ( ); 

(4) ∀ ↔x x ( )p pp p? !⋅ ∀x x( ) . 

(б) Каждый из следующих принципов эквивален-
тен PC-принципу:  

(1) ⋅( ) ( )α βα β α βα β→ ↔ →! ? ? ; 

(2) ( )⋅α βα β α βα β∨ ↔ ∨! ? ? ; 

(3) ( ) ( )α αα α! ?⋅∃ ↔ ∃x x x x ; 

(4) α αα α( ) ! ?⋅∀ ↔ ∀x x x x( ). 

Теорема 5.5. (a) Логика QHC, расширенная лю-
бым набором следствий из K-принципа, является 
консервативным расширением как QH, так и QC.

(b) Логика QHC, расширенная любым набором 
следствий из PC-принципа, является консерва-
тивным расширением как QH, так и QS4. 

5.3. Дальнейшие принципы

Рассмотрим следующие принципы, каждый 
из которых является следствием или K-принци-
па, или PC-принципа.  

• “Принцип сводимости” (R-принцип): 
� �α       βα       β� �α           βα           β� � → ∇ → ∇ → ; 

• “Принцип снятия неоднозначности” 
(D-принцип): � � � ��� ∨ → � � �αα          ββ αα                  ββ ; 

• ∀∇ -принцип: x xα αα α⋅∇∀ ↔∀ ∇x x( ) ( ); 

• ∃� -принцип: ( )� �x x( )⋅ ∃ ↔ ∃xpp pp x ; 

• ∃� -принцип: x x� � pp x( )( )⋅∀ ↔ ∀x    p    p ; 

• ∃� -принцип: α αα αx x⋅∃ ∇ ↔ ∇∃x x( ) ( ). 

Рассмотрим также  “PC-правило” ∇αα
αα , кото-

рое, как легко видеть, эквивалентно правилу ?αα
αα

.

Предложение 5.6. PC-принцип эквивалентен 
метаконъюнкции PC-правила и R-принципа. 

8 из 9 введённых выше принципов допускают 
единообразное описание:

Предложение 5.7. 

(a) 

1. ⋅?! ! !( ) ( )p qp q p qp q∨ ↔ ∨  эквивалентен K-прин-
ципу; 
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2. ( )⋅!? !? ! ? ?α βα β α βα β∨ ↔ ∨  эквивалентен D-прин-
ципу. 

(b)  
1. ⋅?! ? ! !( ) ( )p qp q p qp q→ ↔ →  эквивалентен K-прин-

ципу; 

2. → ↔⋅( ) ( )?! ?! ? ! !p qp q p qp q→  эквивалентен H-прин-
ципу; 

3. α βα β⋅!? ! ? ?( ) ( )α βα β→ ↔ →  эквивалентен R-прин-
ципу. 

(c)
1. x x( )∃ ↔⋅?! ? !∃xpp ( )pp x  эквивалентен ∃� -прин-

ципу; 

2. ! ?α αα αx x∃ ↔⋅ ∃x x!? ( ) ( ) эквивалентен ∃∇ -прин-
ципу. 

(d)
1. ( )! ?α αα αx x∀ ↔⋅ ∀ x!? ( ) x  эквивалентен ∀∇ -прин-

ципу; 

2. ( )? !( )x x∀ ↔⋅ ∀?!pp x pp x  эквивалентен ∀� -прин-
ципу. 

Теорема 5.8. (a) 9 принципов, введённых выше, а 
также PC-правило (обозначаемое как PC * ) невы-
водимы в логике QHC. Более того, между ними нет 
никаких импликаций, помимо самоимпликаций и 
следующих (см. рис. 1): 

(b) Следующий “принцип исключительного сня-
тия неоднозначности” (ED-принцип) 

α βα β) )α βα β( )α βα β⋅� � → ∇ ∨ → ∇ ∨ ∇( (

невыводим в логике QHC. Более того, он не сле-
дует ни из одного из 9 принципов, введённых 
ранее, за исключением D-принципа и PC-прин-
ципа. 

автором был поставлен вопрос, следует ли 
ED-принцип из PC-правила. Недавно а. Онопри-
енко ответила на этот вопрос отрицательно [13].

5.4. Интуиционистски неприемлемые принципы

Предложение 5.9. В предположении H-прин-
ципа выполнено следующее.

(a) PC-принцип эквивалентен PC-правилу, а 
также принципу ⋅α αα α� � ;

(b) D-принцип эквивалентен принципу Янкова, 
α αα α⋅� �¬¬ ;
(c) ∀∇ -принцип эквивалентен принципу сдвига 

двойного отрицания, 

x xα αα α( )x x⋅� �¬ →��� ( );

(d) ∃∇ -принцип эквивалентен сильному прин-
ципу Маркова, 

x x( )α αα αx x⋅��� → ∃ ¬¬ ( );

(e) ED-принцип эквивалентен принципу 
α αα α⋅∇ ∨ �� . 

Предложение 5.10. В предположении PC-прин-
ципа выполнено следующее.

(a) ∀� -принцип влечёт принцип постоянства 
области, 

α βα β( (x x∀ ∨⋅ → ∨ ∀x x)) ( );α βα β

(b) ∃� -принцип влечёт принцип независимости 
посылки, 

( (α βα βx x⋅( ( )) )).α βα β→ ∃ → ∃ →x x

Предложение 5.11. (a) Принцип ( )x x( )∃ ↔⋅ ∃xpp pp x!

• эквивалентен метаконъюнкции ∃� - и  
∃∇ -принципов; а также 

• влечёт обобщённый принцип Маркова, 
( )α αα αx x( )⋅�� → ∃ ¬ xx . 

(b) Принцип x xx xα αα α( )⋅? ?∀ ↔∀ ( )  

• эквивалентен метаконъюнкции ∀� - и  
∀∇ -прин ципов; а также 

• влечёт параметрический принцип дистрибу-
тивности, 

( ,x y( )α βα β) (y y, )α βα β) (y y⋅�� ∨ ∀ → ¬∀ ∀ ∨x x x y( ( )).

Предложение 5.12. Принцип Янкова � �α αα α⋅ ¬¬  
влечёт ED-принцип. 

Хорошо известно, что принцип Янкова (так-
же известный как закон де Моргана и “слабый 
закон исключённого третьего”), принцип сдвига 
двойного отрицания, сильный принцип Марко-
ва, обобщённый принцип Маркова, принцип 
постоянства области и принцип независимости 
посылки не выводимы в QH (см. [4]). Параме-
трический принцип дистрибутивности – это ва-

K

PC

H

R D

PC*

Рис. 1. 
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риант известного принципа Клини, также невы-
водимый в QH [4].

6. ТОПОЛОГИчеСКИе МОДеЛИ

6.1. Внутренностные модели 
Рассматривая композицию � -интерпрета-

ции логики QHC с топологическими моделями 
логики QS4, мы получаем  внутренностные мо-
дели логики QHC (называвшиеся “моделями 
Эйлера–Тарского” в ранних версиях [1] и [2]). 
Таким образом,  

• фиксируются топологическое простран-
ство X  и множество D; 

• c-формулы с n  свободными переменными 
интерпретируются Dn -параметрическими се-
мействами произвольных подмножеств X , как 
в обычных моделях Лейбница–Эйлера–Венна; 

• i-формулы с n  свободными переменны-
ми интерпретируются Dn -параметрическими 
семействами открытых подмножеств X , как в 
обычных моделях Стоуна–Танга–Тарского; 

• ! интерпретируется взятием внутренности, 
а ? в этих моделях не делает ничего. 

6.2. Регуляризационные модели  
Рассматривая композицию ¬¬ -интер-

претации логики QHC с моделями Стоуна– 
Танга–Тарского логики QH, мы получим  регуля-
ризационные модели логики QHC (называвшиеся 
“моделями Тарского–Колмогорова” в ранних 
версиях [1] и [2]). Таким образом,  

• фиксируются топологическое простран-
ство X  и множество D; 

• i-формулы с n  свободными переменны-
ми интерпретируются Dn -параметрическими 
семействами открытых подмножеств X , как в 
обычных моделях Стоуна–Танга–Тарского; 

• c-формулы с n  свободными переменными 
интерпретируются Dn -параметрическими се-
мействами регулярных открытых подмножеств 
X , используя обычную булеву алгебру регуляр-
ных открытых множеств; 

• ? интерпретируется взятием внутренности 
замыкания, а ! в этих моделях не делает ничего. 

6.3. Пучково/множественно-значные модели 
Опишем теперь  пучково/множественно-знач-

ную структуру, интерпретирующую язык логики 
QHC.

• Фиксируются топологическое простран-
ство X  и множество D; 

• c-формулы с n  свободными переменными 
интерпретируются Dn -параметрическими се-
мействами произвольных подмножеств X, как в 
обычных моделях Лейбница–Эйлера–Венна; 

• i-формулы с n  свободными переменны-
ми интерпретируются Dn -параметрическими 
семействами пучков множеств на X , используя 
обычные операции �, ×, Hom, 

d D∈� , 
d D∈∏  на 

пучках; � Φ  означает, что Φ  интерпретируется 
семейством, в котором каждый пучок имеет гло-
бальное сечение; 

• | |!F  – пучок, задаваемый тождественным 
вложением Int F X| |→ ; 

• | |?Φ  – множество всех таких x X∈ , что 
стебель | |Φ x  пучка | |Φ  непуст. 

аналогично описывается  предпучково/мно-
жественно-значная структура. В этих структу-
рах несколько иначе интерпретируются интуи-
ционистские ∨  и ∃ , поскольку вообще говоря 
σ σ σF G F G� �≠ ( ) , где σF  обозначает предпу-
чок сечений пучка F .

Теорема 6.1. Пучково/множественно-значные 
и предпучково/множественно-значные структуры 
являются моделями логики QHC. 

Результаты разделов § 4 и § 5 получены с ис-
пользованием лишь трёх описанных классов мо-
делей. Так же как и следующий результат: логи-
ка QHC неполна относительно каждого из этих 
3 классов.

6.4. Модели с плотным образом

Класс моделей логики QHC, относительно 
которых она полна, был не так давно найден 
а. Оноприенко [13], [14]. После знакомства с её 
моделями пропозиционального фрагмента HC 
[13; § 4] автор описал следующий новый класс  
топологических моделей логики QHC.

• Фиксируется топологическое простран-
ство X , множества D  и S  и отображение 
f S X→  с плотным образом; 

• c-формулы с n  свободными переменными 
интерпретируются Dn -параметрическими се-
мействами произвольных подмножеств S , как в 
обычных моделях Лейбница–Эйлера–Венна; 

• i-формулы с n  свободными переменны-
ми интерпретируются Dn -параметрическими 
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семействами открытых подмножеств X , как в 
обычных моделях Стоуна–Танга–Тарского; 

• ? интерпретируется взятием прообраза от-
носительно f ; 

• ! интерпретируется сопоставлением всяко-
му T S⊂  внутренности множества X f S T\ \( ) . 

автор спрашивал а. Оноприенко (в 2018 году), 
полна ли логика QHC относительно данного 
класса топологических моделей. Недавно она 
ответила на этот вопрос утвердительно в пропо-
зициональном случае, причём уже для тех моде-
лей, в которых f  инъективно [13; § 8], [15].

7. ОБСУЖДеНИе
Обсуждение родственных исследований дру-

гих авторов см. в [1; § 1.4].
Прокомментируем коротко значение логики 

QHC для элементарной математики.
1) Алгебра. Пучково/множественно-значные 

модели QHC (см. § 6) естественным образом 
возникают при рассмотрении действий над ал-
гебраическими уравнениями [2; § 1.1].

2) Геометрия. Логическая структура первых 4 
книг  Начал евклида достаточно хорошо описы-
вается некоторой теорией над QHC, чисто клас-
сический фрагмент которой совпадает со слабой 
(конечно аксиоматизируемой) элементарной ге-
ометрией Тарского, а чисто интуиционистский 
фрагмент – с “интуиционистской геометрией 
Тарского”, построенной М. Бисоном [17].

3) Арифметика. В пока ещё незавершённой 
работе автора вводится объединённая логика 
высказываний, задач и решений, а также её пре-
дикатный вариант QHC λ . Она содержит QHC, 
S4pr (см. § 2), а также типизированное λ -исчис-
ление, отвечающее QH при соответствии Кар-
ри–Ховарда. если исключить из QHC λ  кванти-
фикацию по решениям (и, тем самым, оператор 
? логики QHC), получившийся фрагмент QHC λ

−  
допускает, как ожидается, интересную арифме-
тическую интерпретацию: задачи и их решения 
интерпретируются арифметическими множе-
ствами и их элементами, как в реализуемости по 
Клини; а задача !P, т.е. “доказать высказывание 
P ”, интерпретируется множеством гёделевых 
номеров всех формальных доказательств P .
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В работе получена замкнутая система уравнений для описания турбулентных течений. Дополнитель-
ные уравнения для перекрестных пульсационных моментов �� �u ui k  выводятся на основе баланс-
ного кинетического уравнения, с помощью которого ранее была получена квазигазодинамическая 
система уравнений. Приводятся результаты расчета пространственно-двумерной задачи о слое сме-
шения двух потоков.
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1. ВВеДеНИе

Основной проблемой, связанной с моде-
лированием турбулентных течений на основе 
осредненных уравнений, является появление 
дополнительных переменных в виде пульсаци-
онных моментов [1]. В свою очередь их появле-
ние приводит к необходимости поиска тех или 
иных способов замыкания системы уравнений, 
состоящей из осредненных газодинамических 
параметров и пульсационных моментов.

Поясним суть возникающих трудностей на 
примере относительно простой пространствен-
но-двумерной задачи, описывающей течение 
слабо сжимаемого изотермического газа. Введем 
следующие обозначения: t  – время, x y��и  – про-
странственные координаты, ρ  – осредненное 
по времени значения плотности, u v�� �и — осред-
ненные значения скорости, соответственно в 
направлении оси Ox иOy��  , ∆u2  , ∆v2 , ∆ ∆u v  – 
осредненные пульсационные моменты.

Пренебрегая пульсациями плотности, выпи-
шем систему уравнений для указанных осред-
ненных переменных 
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где p  – давление, µ  – коэффициент вязкости.

Пульсационные моменты ��u2  и ��v2  мож-
но трактовать как малые добавки к давлению p,  
которые не оказывают существенного влияния 
на картину течения. Однако даже отбрасывая 
их, придем к системе, состоящей из трех уравне-
ний относительно четырех переменных ρ, ,� �u v  и 
∆ ∆u v  . Проблема замыкания полученной систе-
мы уравнений является основной при описании 
турбулентных течений.

Одним из способов замыкания является ис-
пользование гипотезы Буссинеска с введением 
модели турбулентной вязкости [1,5]
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  (1.4)

представляющей пульсационный момент в виде, 
аналогичном естественной молекулярной вяз-
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кости. Для конструирования турбулентной вяз-
кости µт  существует большое количество мо-
делей, например [2-10], включая популярную и 
теоретически хорошо обоснованную K – ε  мо-
дель, основанную на классических работах а.Н. 
Колмогорова [10]

 µ ρ
εµт = C
k2

  (1.5)
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Обратим внимание на одну особенность 
K – ε  системы (1.6)–(1.7). В ней отсутствуют чле-
ны, большие по порядку величины, чем члены, 
пропорциональные предполагаемыми малыми 
величинам K т, , ,� � �� � . Этот факт используем в 
дальнейшем. Здесь K  – энергия турбулентных 
пульсаций, ε  – скорость диссипации турбулент-
ной энергии, C C Cµ 1 2  – настроечные параметры. 

К сожалению, каждая из большого списка 
моделей турбулентности включает настроечные 
коэффициенты и работает в достаточно узком 
диапазоне параметров течения и геометриче-
ских конфигураций обтекаемых тел. Поэтому 
попытки построения новых моделей, позволя-
ющих построить замкнутую систему, активно 
продолжаются и в настоящее время.

В данной работе, опираясь на ранее пред-
ложенную квазигидродинамическую систему 
уравнений (КГД) и в первую очередь на способ 
ее вывода из балансного кинетического уравне-
ния [11], выведены дополнительные уравнения 
относительно перекрестных пульсационных 
моментов �� �u ui k . Эти уравнения в сочетании с 
осредненными газодинамическими уравнения-
ми позволяют построить замкнутую систему. К 
ее выводу приступим в следующем параграфе.

2. ТУРБУЛеНТНаЯ ВЯЗКОСТЬ  
И ФУНКЦИЯ РаСПРеДеЛеНИЯ 

Вначале напомним способ вывода КГУ си-
стемы уравнений [11], которая может быть полу-
чена из балансного кинетического уравнения
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ξ  – скорость молекулы, R  – газовая постоян-
ная, τ  – характерное время между столкновени-
ями молекул.

КГД система получается путем интегрирова-
ния балансного уравнения (2.1), умноженного 
на сумматорные инварианты, по всем скоростям 
ξ ξ, ,� i ∈ −∞∞[ ]. Характерное время τ  выбирается 
в соответствии с элементарной кинетической те-
орией [12]

 �
�

=
2
P

 (2.3)

Полученная таким образом КГУ система от-
личается от соответствующих уравнений Навье–
Стокса на члены второго порядка малости по 
числу Кнудсена ( Kn . Это подтверждается как те-
оретическим анализом [11, 13–14], так и много-
численными численными расчетами. Близость 
КГД-системы и уравнений Навье–Стокса дает 
возможность использовать для нахождения га-
зодинамических параметров классические урав-
нения для моделирования вязкого газа – нашем 
случае, уравнения (1.1)–(1.3).

Дополнительное уравнение для пульсацион-
ного момента �� �u ui k � получим с помощью сле-
дующей последовательности действий. Вначале 
умножим балансное уравнение (2.1) на ξ ξx y  и 
проинтегрируем по всем скоростям молекул. Из 
полученного в результате такой процедуры урав-
нения вычтем умноженное на v  уравнение (1.2) 
и умноженное на u  уравнение (1.3).

При этом возникает вопрос о выборе значе-
ния τ , которое в отличие от характерного време-
ни столкновения молекул должно тем или иным 
образом быть связанным с временем индивиду-
ального существования турбулентных структур 
различных масштабов [1].

Кроме того, необходимо определить вид 
функции � f j+1  в уравнении (2.1). Эта проблема 
не возникала при получении КГУ системы, когда 
уравнение (2.1) умножалось на сумматорные ин-

варианты � �
�

= 1
2

2

, ,� �  . При этом вне зависимости  

от вида f j+1  результатом интегрирования 
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∫ ( ) = ∫ ( )+ +f d f dj j1
0

1� � � � � �  было значение газо-
динамических переменных на новом слое по 
времени.

Вначале определим турбулентную вязкость и 
связанное с ней турбулентное время τт . Выбе-
рем турбулентную вязкость в виде
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 – модуль характерного значения 
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. 

Понятие характерного значения не определе-
но однозначно и является оценочной величи-
ной. Например, в рассматриваемом ниже при-
мере о турбулентном слое смешения в качестве 
∂
∂
+
∂
∂
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 выбиралась величина
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u u

L
1 0 �  (2.5)

где в качестве u1  и u0  выбирались скорости не-
возмущенных слоев, а L  – характерная толщи-
на слоя смешения. Как показали расчеты, вари-
ация величины (2.5) в широком диапазоне более 
чем на порядок практически не сказывается на 
значениях осредненной скорости u . Ниже бу-
дет показано, что при изменении это величины 
примерно во столько же раз изменяется величи-
на �� �u v .

В том же виде, аналогичном (2.3), выражалось 
τм  при получении КГД аналога для уравнения, 
описывающего поведение вектора напряженно-
сти магнитного поля в [15–16]. При этом τм  
определялось как отношение магнитной вязко-
сти γ и суммы газокинетического P  и магнитно-

го давления B2

8π .

 �
�

�
м

P B
=

+

2

8
2  (2.6)

По аналогии с (2.3) и (2.6) выберем τт  в виде

 τ
µ

т
т=

2
P

  (2.7)

Обратимся теперь к выбору функции f j+1 , а 
точнее к получению ее момента ∫ +f c c dj

i k
1 ξ .

После интегрирования балансного урав-
нения (2.1) с весом ξ ξi k  представим величину 
∫ +f dj

i k
1ξ ξ ξ  в виде

 ∫ = + ∫+ + + +f d u u c c f dj
i k i

j
k
j

i k
j1 1 1 1� � � � �� � �  (2.8)

где

 c ui i i= −ξ �  (2.9)

тепловая компонента �ui  – осредненные значе-
ния скорости, а �ui  – актуальное значение ма-
кроскопической скорости.

 �u u ui i i= + ∆  (2.10)

�f j+1  – представляет из себя ту часть функции 
f j+1 , которая не обращается в 0 при интегриро-

вании с весом c ci k .

В свою очередь представим �f j+1  в виде сум-
мы двух функций

 �f f
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1
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где tгаз  – характерное газодинамическое время, 
которое выбирается в виде
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1 /   (2.12)

Определим вид функции �f j+1 � и ее зависимо-
сти от газодинамических параметров вначале, 
учитывая, что в основе вывода балансного урав-
нения (2.1) лежит предположение о бесстолкно-
вительном разлете, положим, что �f j+1  зависит 
от значения газодинамических параметров с 
предыдущего шага по времени t t j= .

Вблизи состояния локального термодина-
мического равновесия функция распределения 
представляется в виде
 f f fNS= +0 τ  (2.13)
где fNS  – навье-стоксовская функция распреде-
ления, являющаяся результатом разложения в 
ряд по малому параметру решения уравнения 
Больцмана с помощью процедуры чепмена–
Энскога [12, 17–18]. По аналогии с fNS  предста-
вим интересующий нас момент � �т x

j
y
jc c f d∫ + +1 1

1  
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В свою очередь представим
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Моменты всех членов, стоящих в правой ча-
сти (2.15) кроме первого обратятся в ноль. По-
этому 

 τ ξ τт т∫ = ∫
∂
∂
+
∂
∂











+ +c c f d h c c

u
y

v
x

fx
j

y
j

x
j

y
j

j j
1 1

1
2 2

0
� �

ddξ  (2.16)

Коэффициент пропорциональности h , стоя-
щий в правой части (2.16), выберем из следую-
щих соображений. В уравнении для �� �u v , ко-
торое будет получено в п. 3 путем комбинации 
результата интегрирования балансного уравне-
ния (2.1) с весом ξ ξx y  и умноженного соответ-
ственно на v  уравнения (1.2) и на �u  уравнения 
(1.3), так же, как и в K – ε  модели должны отсут-
ствовать члены по порядку величины большие, 
чем 0 τ τ ρ, ,� �т ∆ ∆u v( ) .

Определим теперь функцию f2 . Учитывая 
определение (2.7) для τт  и турбулентной вязко-
сти (2.4) получим
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В свою очередь, величина 
τ

τ
ξт

газ
∫ c c f dx y 2  долж-

на иметь размерность, соответствующую раз-

мерности ∂
∂

�� �u v
t

 в уравнении, описывающем 

изменение �� �u v  по времени. Этому условию 
будет удовлетворять функция f2  

 f
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fNS2
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~   (2.18)

Таким образом в правой части уравнения, 
описывающего изменение по времени �� �u v  бу-

дет находиться член 
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газt
f c c dx y∫ 2 , пропорцио-

нальный 
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По своей структуре (2.19) соответствует ком-
поненте Pxy  – тензора вязких напряжений, де-
ленной на τ , где вместо газокинетического дав-

ления ρc2  выступает величина �� �u v . Учитывая 
эту аналогию, выберем 
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Пульсационный момент �� �u v  имеет проти-

воположный знак с µт
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u
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v
x

. Это определяет 

отрицательный знак в правой части (2.20).

Определив таким образом величину 
∫ +f c c dj

x y
1 ξ , приступим к выводу уравнения для 

пульсационного момента �� �u v .

3. УРаВНеНИе  
ДЛЯ ПУЛЬСаЦИОННОГО МОМеНТа

Умножим функцию распределения f j+1 , ко-
торую определили в п.2, на ξ ξx y  и проинтегри-
руем по пространству скоростей
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Учитывая (3.1), проинтегрируем по скоро-
стям балансное уравнение (2.1)
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Осредним уравнение (3/2) по времени. Учи-
тывая сделанное в п. 1 замечание, пренебрежем 
членами, пропорциональными ��u 2  и ��v 2 , а 
также пульсационным моментам третьего по-
рядка. При этом получим
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чтобы получить уравнение, описывающее 
изменение �� �u v � по времени, вычтем из (3.3) 
уравнение (1.2), умноженное на v , и уравнение 
(1.3), умноженное на u . В результате получим
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4. ВЫчИСЛИТеЛЬНЫй аЛГОРИТМ
На первый взгляд, наличие члена 

uv
pu
x

v
y

∂
∂
+
∂
∂









ρ  противоречит, положенному в ос-

нову конструирования функции f j+1 , предполо-
жению об отсутствии в уравнении (3.4) членов по 
порядку величины больших �� �u v , µ  и µт. Тем 
не менее, учитывая предположение о слабой 
сжимаемости среды, величину
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можно также считать малой.
Кроме того, как показывает опыт расчетов, 

члены τ ρт
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t
 и смешанные пространствен-

ные производные в правой части (3.4) практиче-
ски не оказывают влияния на результаты моде-
лирования. Их для удобства численного решения 
можно отбросить.

Обратимся к выбору µт . Согласно (6.2) в нее 

входит характерное значение ∂
∂
+
∂
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u
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v
x

. Оно 

определяется в каждом конкретном случае рас-
сматриваемой задачи.

Например, в рассматриваемом в п.  5 случае 
моделирования слоя смешения величина µт  вы-
бирается в виде

 µ
ρ

т = −

∆ ∆u vL

u u1 0

�  (4.2)

где u иu1 0�  – скорости слоев, а L  – характерная 
толщина слоя смешения.

Как показал опыт расчетов, варьирование ве-

личины 
u u

L
1 0−

 более чем на порядок практиче-

ски не влияет на значение осредненной скоро-
сти u  поскольку из уравнения (4.3) следует, что 
приблизительно во столько же раз меняется ве-
личина �� �u v

j+1

Для решения упрощенного варианта уравне-
ния (3.4), без вторых производных по времени 
и смешанных пространственных производных, 
использовалась явная схема, которая в диффе-
ренциально разностном виде представлена как
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Для аппроксимации пространственных про-
изводных в (4.3) можно выбрать различные алго-
ритмы, применяемые для решения задач гидро- 
и газовой динамики. 

Величина µт  определяется из (4.2) со значе-
нием модуля пульсационного момента из реше-
ния (3.4). Значения скоростей u  и v  затем опре-
деляются соответственно из 
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Сделаем замечание относительно коэффици-
ента µ µ+ т  в уравнении (4.3). Добавка к турбу-
лентной вязкости вязкости молекулярной свя-
зана с тем, что время τт, входящее в балансное 
уравнение (2.1), даже при отсутствии турбулент-
ных пульсаций не может быть меньше характер-
ного времени между столкновениями молекул. 

Таким образом выведена замкнутая систе-
ма уравнений (1.1)–(1.3) и (4.4)–(4.5) для моде-
лирования двумерных турбулентных течений в 
слабо сжимаемом газе и жидкости. 

5. ПРИМеР РаСчеТа
В качестве примера расчета выбрана про-

странственно-двумерная задача о слое смеше-
ния. Расчетная область: 0 < x < 2, –0.25 < y < 0.25. 
Начальные скорости слоев u = � �0 7.  при y > 0.7 при 
y > 0. и = 0.35 при y < 0. Молекулярная вязкость 
определялась по заданному числу Рейнольдса 
Re = 5 * 104. Результаты расчетов сравнивались 
как с данными, полученными при использо-
вании уравнений Навье–Стокса (ламинарный 
режим), так и со ставшими классическими рас-
четами, использующими турбулентную модель 
Спаларта–аллмареса [2]. При использовании 
уравнений Навье–Стокса получается нестаци-
онарное решение, соответствующее неустойчи-
вости слоя смешения – рис. 1.

В результате расчета уравнений представлен-
ной модели и уравнений Рейнольдса с моделью 
Спаларта–аллмареса получается стационарное 
решение – рис. 2. Наблюдается, практически, 
линейный рост ширины области смешения.

Близость решений представленной модели и 
уравнений Рейнольдса с моделью Спаларта–ал-
лмареса демонстрирует распределение скорости 
в сечении x = 1.5 – рис. 3

Кривая, отвечающая решению уравнений На-
вье–Стокса, соответствует моменту времени t = t1 
(рис. 1 слева), когда возмущения скорости еще не 
распространились до сечения x = 1.5. Дополни-
тельным свидетельством близости решений 
представленной модели и уравнений Рейнольдса 
с моделью Спаларта–аллмареса является распре-

деление величины ∂
∂

u
y

 в том же сечении – рис. 4.

Рис. 1. Нестационарное решение уравнений Навье–Стокса. Мгновенные распределения скорости.

Рис. 2. Стационарное решение уравнений Рейнольдса.  
Распределение скорости.
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ЗаКЛЮчеНИе

Полученные результаты внушают определен-
ный оптимизм в использовании предложенной 
кинетической модели. Однако полноправное 
включение ее в ряд используемых моделей для 
описания турбулентности течений требует до-
полнительных исследований. В частности, пла-
нируется в дальнейшем расширить круг моде-
лируемых задач, обобщить данную модель на 
случай сжимаемого газа и пространственной 
3D-геометрии. Предполагается также в рамках 
предложенной методологии получить дополни-
тельные уравнения для моментов ��u2  и ��v2 , 
которые важны для нахождения кинетической 
энергии турбулентности.
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In this paper, a closed system of equations for describing turbulent flows is obtained. Additional equations for 
cross pulsation moments are derived on the basis of a balanced kinetic equation, with the help of which a quasi 
gas-dynamic system of equations was previously obtained. The results of the calculation of the spatially two-
dimensional problem of the mixing layer of two streams are presented.
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Пусть K  – поле характеристики 0 . Бесконеч-
ное нормирование v∞  поля K x( )  определяется как 
v P Q Q P∞ /( ) = −deg deg , где P Q K x, ∈ [ ] , P Q, ≠ 0.  
Пусть f K x∈ [ ]  – свободный от квадратов мно-
гочлен четной степени 2 2g + , g ≥ 0 , причем 
старший коэффициент многочлена f x( )  являет-
ся квадратом в K *  – мультипликативной группе 
поля K . Тогда бесконечное нормирование v∞  
поля K x( ) имеет два различных продолжения v∞

−, 

v∞
+  на гиперэллиптическое поле L = ( )( )K x f . 

Обозначим S v v∞ ∞ ∞= { }− +, . Кольцо 

O O� �

� � � �

= ( ) = [ ]

 =

= + ∈ [ ]{ }
K K x f

f K x1 2 1 2| ,� �

называется кольцом S∞-целых элементов гиперэ-
ллиптического поля L  (см. [1]). Группа обрати-
мых элементов O∞

*  кольца O∞  называется группой 

единиц. единицы u K∈ *  называются тривиаль-
ными единицами. если существуют нетривиаль-
ные единицы кольца O∞ , то O∞

* *= ×〈 〉K u1 , где 
〈 〉u1  – бесконечная циклическая группа с обра-
зующей u1 , которая называется фундаменталь-
ной единицей. Степенью единицы u f= +ω ω1 2  
называется deg degu = ω1 . Наличие нетривиаль-
ных единиц кольца O∞  эквивалентно разреши-
мости функционального уравнения типа Пелля 
� � �1

2
2
2− =f , где при заданном многочлене f  

разрешимость рассматривается относительно 
ω ω1 2, ∈ [ ]K x , ω2 0≠ , и γ ∈ K *  (см. [2], [3]).

Теория числовых непрерывных дробей (цеп-
ных дробей) насчитывает многовековую исто-
рию. Одним из центральных утверждений этой 
теории является теорема Эйлера-Лагранжа о 
периодичности непрерывной дроби для лю-
бой числовой квадратичной иррациональности 
(см., например, [4]). 200 лет назад в классиче-
ских работах абеля и чебышева было начато 
исследование функциональных непрерывных 
дробей. Основная идея перехода от числовых 
к функциональным непрерывным дробям за-
ключается в рассмотрении вместо кольца целых 
чисел – кольца многочленов K x[ ] , а вместо це-
лой части действительного числа – целой части 
разложения функции в формальный степенной 
ряд из K x1 /( )( )  (см. [5]). В работе [3] доказа-
ны в функциональном случае аналоги теоремы  
Эйлера-Лагранжа о периодичности непрерыв-
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ной дроби и известной в теории диофантовых 
приближений теоремы Серре об эквивалентно-
сти иррациональных чисел.

Рассмотрим поле формальных степенных рядов 

K x

b
x

b K b s
j s

j

j

j s

1

1
0

/

| , ,

( )( ) =

=





 ∈ ≠ ∈





=
∑
∞
� � � � � � � � � Z











.

Поле L  вкладывается в K x1 /( )( )  двумя спо-
собами, соответствующими нормированиям v∞

− , 
v∞
+  (см., например, § 2 [6]). Для β ∈ L  существует 

единственное a K x∈ [ ]  такое, что v a� �− −( ) > 0 .

Пусть β ∈ L . Положим β β0 = , a0 0= [ ]−� � . Для 

каждого j ∈ N  положим β βj j ja= −− −
−( )1 1

1  и 

a j j= 


−

�
�

 до тех пор, пока a j j≠ β . В результате по-

лучится разложение β  в функциональную непре-
рывную дробь (конечную или бесконечную), по-
строенную в множестве формальных степенных 
рядов K x1 /( )( )  с помощью нормирования v∞

− : 

 β = …[ ] = +
+

+

a a a a
a

a

0 1 2 0

1
2

1
1

; , , .

�

 (1)

Элементы a j  называются неполными частны-
ми, β j  – полными частными непрерывной дроби.

Непрерывная дробь (1) называется квазипе-
риодической, если для некоторых τ ∈ N0  и µ ∈ N  
справедливо � �� � �+ = c  для некоторой постоян-
ной c K∈ * . если число µ  минимальное среди 
возможных, то оно называется длиной квазипе-
риода, а c  – константой квазипериода. если су-
ществуют τ ∈ N0  и µ ∈ N , для которых � �� � �+ = , 
то непрерывная дробь (1) называется периодиче-
ской, а минимальное такое µ  называется длиной 
периода. Таким образом, квазипериодическая 
непрерывная дробь элемента β  может быть за-
писана следующим образом 

 � � � � �= … …





+ +a a a a a

c
0 1 1; , , , , , .  (2)

Обозначим J  – якобиево многообразие ги-
перэллиптической кривой C , определяемой 
уравнением y f x2 = ( ) . Для совершенного поля 
K  существует естественное вложение группы 
классов дивизоров степени ноль ∆ ( )� L  поля L  
в J K( ) , которое в рассматриваемом нами случае 

является изоморфизмом (см., например, [7]). 
Тесная связь проблемы периодичности функ-
циональных непрерывных дробей, проблемы 
поиска и построения фундаментальных единиц 
и S -единиц и проблемы кручения в якобианах 
гиперэллиптических кривых была отмечена в 
работах [2], [7].

В статье [8] получен удивительный результат 
о том, что последовательность dega j{ }  степеней 
неполных частных непрерывной дроби функ-
циональной квадратичной иррациональности 
β ∈ L  всегда периодическая. Доказательство 
опирается на неконструктивную теорему Скуле-
ма-Малера-Леха о нулях линейной рекуррент-
ной последовательности. Это обстоятельство не 
позволяет сделать вывод о возможных оценках 
на длину периода � �( )  в последовательности 

dega j{ } .

Пусть β ∈ = ( )( )L K x f  является корнем 
уравнения 

 Λ Λ Λ2
2

1 02 0X X+ + = ,  (3)

где Λ Λ Λ0 1 2, , ∈ [ ]K x  в совокупности взаимно 
простые многочлены, Λ0 0≠ , Λ2 0≠ . Обо-
значим d = −Λ Λ Λ1

2
0 2  – сокращенный дис-

криминант уравнения (3). Поскольку β ∈ L , то 
d f= ω2  для некоторого ω ∈ [ ]K x . По Предло-
жению 4 [9] для квазипериодичности непрерыв-
ной дроби элемента β  необходимо и достаточно, 
чтобы нашлась такая нетривиальная единица 
U f= + ∈Ω Ω1 2 O∞ , что ω | Ω2 . В статье [9] (Те-
орема 1) найдена оценка на длину квазипериода 
� �( )  элемента β  (при условии, что длина ква-
зипериода конечна), и, в частности, получена 
верхняя оценка: 

 µ β( ) ≤ +
+( )












deg max

deg

deg deg
Ω

Λ

Λ Λ2

1

0 2
1
2

,
.

� �
 (4)

Цель настоящей статьи – изучить вопрос о до-
стижимости верхней оценки (4), и, в частности, 
ответить на естественный вопрос: ограничена ли 
величина � � ��L L= ( )∈sup � �  для зафиксированно-
го гиперэллиптического поля L ? Оказывается, 
что если в O L∞ ⊂  существуют нетривиальные 
единицы, то � �L = +  (см. теорему 1). Также мы 
докажем, что в этом случае и � �L = +  (см. След-
ствие 1), где � � ��L L= ( )∈sup � � , что частично дает 
ответ на вопрос из [8] о возможных значениях 
длин периодов последовательности степеней не-
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полных частных функциональных непрерывных 
дробей квадратичных иррациональностей.

Для доказательства основных результатов 
нам необходимы следующие вспомогательные 
утверждения.

Предложение 1. Пусть элемент β ∈ L  является 
корнем квадратного уравнения (3) c сокращенным 
дискриминантом d . Пусть непрерывная дробь β, 
построенная в поле K x1 /( )( ), имеет вид a a0 1; ,…[ ]. 
Тогда найдется номер j0 0∈ N , начиная с которого 
dega degdj ≤ ( ) / 2  для всех j j≥ 0. 

Доказательство предложения 1 опирается на 
представление полных частных β j j jB d A= +( ) / ,  

где A B K xj j, ∈ [ ] , и оценки степеней degAj , degB j  

(дополнительно см. предложение 5.2 [1]).

Будем говорить, что для заданного d K x∈ [ ]  
уравнение 

 Θ Θ1
2

2
2− =d γ  (5)

разрешимо, если найдутся соответствующие 
Θ Θ1 2, ∈ [ ]K x , Θ2 0≠ , и γ ∈ K * , превращающие 
(5) в тождество. Тривиальные решения Θ1 ∈ K * , 
Θ2 0= , γ = Θ1

2  мы не рассматриваем. Уравнение 
(5) называется функциональным уравнением типа 
Пелля.

Предложение 2. Пусть непрерывная дробь 
β ∈ L  квазипериодическая и имеет вид (2). Пусть 
Θ1  обладает минимальной степенью среди всех не-
тривиальных решений � �1 2, ,�( )  уравнения (5), где 
d  – сокращенный дискриминант квадратичной 
иррациональности β . Тогда 

j
ja

=

+ −

∑ =
τ

τ µ 1

1deg .degΘ

Доказательство предложения 2 опирается на 
предложение 1 и некоторые конструкции из [6] 
и [10].

Предложение 3. Пусть выполнены условия пред-
ложения 2. Тогда справедливы неравенства 

2 1
1

deg
deg

deg
˜ ˜
d

N≤ ≤ .

Доказательство предложения 3 следует из 
предложения 2 и оценок на степень неполных 
частных a j  из предложения 1.

Для натуральных n  определим две последо-
вательности многочленов T Q xn n, ∈ [ ]Z : 

 

T x
n

j
x

Q x
n

j

n
j n

j

n
j n

( ) =









( ) =
+






≤ ≤

≤ <

∑

∑

0 2

0 2

2

2 1

/

/

,�




x

j .

 (6)

В статье [9] была исследована мультиплика-
тивная структура многочленов T Qn n,  над полями 
алгебраических чисел, а также были получены 
верхние оценки длин периодов и квазипериодов 
непрерывных дробей элементов гиперэллипти-
ческих полей, определенных над полями алге-
браических чисел.

В статье [10] была сформулирована задача об 
описании эллиптических и гиперэллиптических 
полей L K x f= ( )( ) , в которых соответствую-

щие элементы f  имеют периодическое разло-
жение в непрерывную дробь, построенную в 
поле K x( )( ) . Свойства многочленов T Qn n,  были 
использованы в статьях [6], [11], [12] при реше-
нии этой задачи, когда degf = 4  и K : Q[ ] ≤ 2 .

Из определения (6) следует, что degT
n

n =









2
, 

degQ
n

n =
−











1
2

. Многочлены T xn ( )  и Q xn ( )  могут 

быть выражены через композицию с круговыми 
многочленами, а также имеют связь с многочле-
нам чебышёва первого и второго рода и с мно-
гочленами Диксона. Напомним некоторые сведе-
ния о последовательностях многочленов T Qn n, ,  
необходимые в настоящей работе (подробнее 
см. [9]).

если n  нечетное, тогда T x x Q xn
Q

n
n( ) = ( )deg 1 / ;  

если q n| , то T x T xq n( ) ( )| , Q x Q xq n( ) ( )| . если n  

четное, тогда T x x T xn
T

n
n( ) = ( )deg 1 / ; если n qs= , 

q  – нечетное, то T x T xs n( ) ( )| , Q x Q xq n( ) ( )| ; если 

n qs= , s  – четное, то T x Q xq n( ) ( )| .

Положим L Tn( )  – наименьшее общее кратное 
многочленов Ts , где s  пробегает все такие дели-
тели числа n, что n s/  нечетное и больше 1. Тогда 
корректно определен многочлен P T T L Tn n n( ) = ( )/ .  
Положим �P T x x P T xn

s
n( )( ) = ( )( )1 / , где 
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s P T xn= ( )( )deg . При нечетном n  справедливо со-
отношение �P T x Qn n( )( ) | , а при четном n  справед-

ливо равенство �P T x P T xn n( )( ) = ( )( ) .

Предложение 4. Пусть n qt= ∈2 N , где q  не-
четно. Тогда 

• многочлены P T x P T xn n( )( ) ( )( ), �  неприводи-

мы над Q  и deg degP T P T qn n
t( ) = ( ) = ( )−� 2 1ϕ ; 

• справедливо разложение на неприводимые 
над Q  множители 

 

T x P T x

Q x P T x P T x

n
d q

d

n
t

s q
s r

r n

t( ) = ( )( )

( ) = ( )( ) ⋅ ( )( )

∏

∏ ∏

|

| |

,

�

�

2

2 �
  (7)

где последнее произведение берется по всем де-
лителям r  числа n  таким, что n r/  четное. 

Доказательство предложения 4 следует из 
рассуждений в [6], [9], [12].

Перейдем к основному утверждению этой 
статьи.

Теорема 1. Пусть K  – поле алгебраических чи-
сел, и L = ( )( )K x f  – гиперэллиптическое поле 
такое, что в его кольце целых элементов O∞  суще-
ствуют нетривиальные единицы. Тогда для любого 
сколь угодно большого значения N ∈ N  найдется 
такой элемент β ∈ L , у которого длина периода 
непрерывной дроби конечна и больше N . 

Доказательство. По условию в поле L  суще-
ствует фундаментальная единица Ψ Ψ1 2+ f , где 

Ψ Ψ1 2, ∈ [ ]K x . Пусть многочлены Ω Ω1 2
j j

K x( ) ( )∈ [ ],  

определены так, что ( )Ψ Ψ Ω Ω1 2 1 2+ = +( ) ( )f fj j j . 

Положим z x f x x= ( ) ( ) ( )Ψ Ψ2
2

1
2/ , тогда 

 Ω Ω Ψ1 2 1
j j j

j jf T z Q z z( ) ( )+ = ( ) + ( )( ),  (8)

где многочлены T x Q x xn n( ) ( ) ∈ [ ], Z , n ∈ N , опре-
делены в (6).

По предложению 4 [9] элемент β ∈ L  с сокра-
щенным дискриминантом d f= ω2  обладает ква-
зипериодической непрерывной дробью, тогда и 
только тогда, когда найдется номер n ∈ N  такой, 
что ω | Ω 2

n( ) . Наша задача – построить подходя-
щую последовательность элементов β β= ∈( )n L ,  

у которых длины квазипериодов непрерывных 
дробей β n( )  стремятся к бесконечности при n ,  
пробегающим некоторую последовательность 
натуральных чисел, стремящуюся к бесконеч-
ности. Для этого достаточно построить соот-
ветствующую последовательность сокращенных 
дискриминантов d fn n( ) ( )= ( )ω 2 , где ω n n( ) ( )| Ω 2 .

Рассмотрим последовательность нечетных 
чисел { }nk k∈N , для которой справедливо соот-
ношение ϕ n nk k( ) →/ 0  при k → ∞ , где ϕ n( )  –  
функция Эйлера. Существование такой после-
довательности и точные оценки на нижний пре-
дел функции ϕ n n( ) /  доказаны, например, в [13]. 
В качестве последовательности { }nk k∈N  можно 
взять, например, n p p pk k= ⋅ ⋅…⋅1 2  – произведе-
ние последовательных нечетных простых чисел 
p1 3= , p2 5= , … .

Пусть n nk= 2 , тогда, по предложению 4, име-
ем P T zn( )( )  – неприводимый над Q  многочлен, 
degP T z nn k( )( ) = ( )ϕ , P T z Q zn n( )( ) ( )| 2 , причем 
P T z Q zn j( )( ) ( )�  при j n< 2 . Обозначим P T z vn( )( ),  –  
однородный многочлен, соответствующий 
многочлену P T zn( )( ) . В силу представления (8) 
и разложений (7) в качестве ω k x( )( )  можно вы-
брать один из неприводимых над K  делителей 
многочлена 

( )Ψ
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1
2 2

2

1
2

2
2

x P T
x f x

x

P T

n
n

n

( ) ( )
( ) ( )
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=

= ( )

( )ϕ

xx f x x x( ) ( ) ( )( ) ∈ [ ], ,Ψ1
2 Q

такой, что ω k n
x x( ) ( )( ) ( )| Ω 2

2  и ω k j
x x( ) ( )( ) ( )� Ω 2  при 

j n nk< =2 4 . Справедливы оценки 

 deg deg� �k
n kx m P T z m n( )( ) ≤ ( )( ) = ( )2 2 ,  (9)

где degΨ1 x m( ) =  – степень фундаментальной 
единицы Ψ Ψ1 2+ f  кольца O∞ .

Пусть β k( ) ∈ L  является корнем квадратного 
уравнения 

Λ Λ2
2

1 02 0
k k k

Y Y( ) ( ) ( )+ + =›

с сокращенным дискриминантом 

d x x f xk k k k k( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) = − = ( ) ( )( ) ( ) ,Λ Λ1
2

0 2
2› ω
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где Λ Λ Λ2 1 0
k k k

x( ) ( ) ( ) ∈ [ ], , Q  в совокупности взаимно 
простые многочлены. Обозначим Θ Ω1

2
1
2n n( ) ( )= , 

Θ Ω2
2

2
2n n k x( ) ( ) ( )= ( )/ ω . По предложению 3 спра-

ведливы оценки на длину квазипериода µk  не-
прерывной дроби элемента β k( ) : 

 
8 4 2

2

1
2

1
2

n m

d

nm

d d

nm

k
k k

n

k

k
n

deg deg

deg

deg

deg

( ) ( )

( )

( )

( )

= = ≤

≤ ≤ =

Θ

Θµ == 4n mk .

 (10)

Пусть degf g= +2 2 , тогда из (9) имеем 

 
deg deg

deg

d x x

f m n g

k k

k

( ) ( )( ) = ( ) +
+ ≤ ( ) + +

2

4 2 2

ω

ϕ .
 (11)

Из (10) и (11) получаем 

�
�k

k

k

n m

m n g
≥

( ) + +
8

4 2 2
,

причем значения m  и g  в рассматриваемом 
поле L  определены однозначно. В силу того, что 
ϕ n nk k( ) →/ 0  при k → ∞ , имеем � �k →  при 
k → ∞ .

Теорема 1 доказана. 

Следствие 1. Пусть L  – гиперэллиптическое 
поле, определенное как в теореме 1. Тогда для лю-
бого N ∈ N  существует элемент β ∈ L , для кото-
рого длина периода последовательности dega j{ }  
степеней неполных частных больше N . 

Доказательство. Будем использовать те же 
обозначения, как в доказательстве теоремы 1. 
Обозначим 2 2t d fk k= = ( )( ) ( )deg deg( )ω . Положим 

Λ1
k kd( ) ( )

−

=










∞

 и Λ Λ0 1
2k k kd( ) ( ) ( )= −( ) , тогда degΛ1

k
t( ) =  

и Λ 0
k

t( ) < . Без ограничения общности считаем, 

что старший коэффициент многочлена f x( )  яв-
ляется полным квадратом в поле K , поэтому 
Λ Λ0 1

k k
K x( ) ( ) ∈ [ ], . Рассмотрим α k k kd( ) ( ) ( )= +Λ1  – 

корень квадратного уравнения Y Y
k k2

1 02 0− + =( ) ( )Λ Λ 
Y Y

k k2
1 02 0− + =( ) ( )Λ Λ с дискриминантом d k( ).

Непрерывная дробь d k( )  периодическая и 
имеет вид (см., например, [3], теорема 3) 

a a a a a a c a ca
c c

0 1 1 0 1
1

1 02; , , , ; , , , ,… =] [ …










−

−
µ µ

где � � � �= = ( )( )k
k  – длина квазипериода, c  – 

константа квазипериода. Значит непрерывная 
дробь α k( )  чисто периодическая и имеет вид 

2 0 1
1

1a a c a
c

, , ,…












− . По предложению 1 имеем dega tj ≤  

для всех j ∈ N0 . Более того, deg dega a tsN = =0  
для s ∈ N  и dega tj <  при j ∈ N , N j� . Наконец, 
как в теореме 1 имеем � �k →  при k → ∞ , отку-
да и получается утверждение следствия 1.  

Отсюда, в частности, следует, что в отличие 
от “ключевых” элементов вида f x s/ , s ∈ Z , 
рассмотренных в теореме 3 [9], в общем случае 
оценка на длину квазипериода (периода) непре-
рывной дроби квадратичной иррациональности 
не может зависеть только от параметров, харак-
теризующих гиперэллиптическое поле L  таких, 
как род g  поля L , степень расширения K : Q[ ]  
и степень фундаментальной единицы кольца O∞  
целых элементов поля L .
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The article proves the following statement: in any hyperelliptic field L  defined over the field of algebraic 
numbers K  which having non-trivial units of the ring of integer elements of the field L , there is an element for 
which the period length of the continued fraction is greater any pre-given number. 
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Представлены новые случаи интегрируемых однородных по части переменных динамических систем 
седьмого порядка, в которых может быть выделена система на касательном расслоении к трехмерно-
му многообразию. При этом силовое поле разделяется на внутреннее (консервативное) и внешнее, 
которое обладает диссипацией разного знака. Внешнее поле вводится с помощью некоторого унимо-
дулярного преобразования и обобщает ранее рассмотренные поля. Приведены полные наборы как 
первых интегралов, так и инвариантных дифференциальных форм.
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ВВеДеНИе
Обнаружение достаточного количества тен-

зорных инвариантов систем обыкновенных 
дифференциальных уравнений, как известно 
[21–23], облегчает их исследование, а иногда по-
зволяет и точно их проинтегрировать. Так нали-
чие инвариантной дифференциальной формы 
фазового объема позволяет уменьшить количе-
ство требуемых первых интегралов. Для консер-
вативных систем этот факт вполне естествен –  
когда фазовый поток сохраняет объем с посто-
янной плотностью. Но для систем, обладающих 
притягивающими или отталкивающими пре-
дельными множествами, коэффициенты име-
ющихся инвариантов должны, вообще говоря, 
включать функции с существенно особыми точ-
ками (см. также [24–26]). Наш подход состоит в 
том, что для точного интегрирования автоном-
ной системы порядка m  нужно знать m−1  не-
зависимый тензорный инвариант (первый ин-
теграл, дифференциальная форма, векторное 
поле и т.д.). При этом для достижения точной 
интегрируемости, как правило, приходится со-
блюдать также ряд дополнительных условий на 
эти инварианты.

Для систем классической механики понятия 
“консервативность”, “силовое поле”, “дисси-

пация” и др. вполне естественны. Поскольку в 
данной работе изучаются динамические систе-
мы на касательном расслоении к гладкому мно-
гообразию (пространству положений), уточним 
данные понятия для таких систем.

анализ “в целом” начинается с исследования 
приведенных уравнений геодезических на по-
верхности, левые части которых при правильной 
параметризации представляют собой записи 
координат ускорения движения материальной 
частицы по такой поверхности, а правые части 
приравнены к нулю. Соответственно, величины, 
которые ставятся в дальнейшем в правую часть, 
можно рассматривать как некоторые обобщен-
ные силы. Такой подход традиционен для клас-
сической механики, а теперь он естественно 
распространяется на более общий случай каса-
тельного расслоения к гладкому многообразию. 
Последнее позволяет, в некотором смысле, кон-
струировать “силовые поля”. Так, например, 
вводя в систему коэффициенты, линейные по 
одной из координат (по одной из квазискоро-
стей системы) касательного пространства, полу-
чим силовое поле с диссипацией разного знака 
(в зависимости от знака самого коэффициента).

И хотя словосочетание “диссипация разного 
знака” несколько противоречиво, тем не менее, 
будем его употреблять. Учитывая при этом, что в 
математической физике диссипация “со знаком 
“плюс” – это рассеяние полной энергии в обыч-
ном смысле, а диссипация “со знаком “минус” – 

1 Московский государственный университет  
им. М.В. Ломоносова
*E-mail: shamolin@rambler.ru, shamolin.maxim@yandex.ru
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это своеобразная “подкачка” энергии (при этом 
в механике силы, обеспечивающие рассеяние 
энергии называются диссипативными, а силы, 
обеспечивающие подкачку энергии называются 
разгоняющими).

Консервативность для систем на касательных 
расслоениях можно понимать в традиционном 
смысле, но мы добавим к этому следующее. Бу-
дем говорить, что система консервативна, если 
она обладает полным набором гладких первых 
интегралов, что говорит о том, что она не об-
ладает притягивающими или отталкивающими 
предельными множествами. если же она по-
следними обладает, то будем говорить, что си-
стема обладает диссипацией какого-то знака. 
Как следствие этого – обладание системы хотя 
бы одним первым интегралом (если они вообще 
есть) с существенно особыми точками.

В данной работе силовое поле разделяется 
на так называемые внутреннее и внешнее. Вну-
треннее поле характерно тем, что оно не меняет 
консервативности системы. а внешнее может 
вносить в систему диссипацию разного зна-
ка. Заметит также, что вид внутренних силовых 
полей заимствован из классической динамики 
твердого тела (см. также [25]).

В работе приведены первые интегралы, а так-
же инвариантные дифференциальные формы 
классов однородных по части переменных ди-
намических систем седьмого порядка, в которых 
может быть выделена система с тремя степенями 
свободы на своем шестимерном многообразии. 
Имеющееся в системе силовое поле разделяется 
на внутреннее (консервативное) и внешнее, ко-
торое обладает диссипацией переменного знака. 
Внешнее поле вводится с помощью некоторого 
унимодулярного преобразования и обобщает 
силовые поля, рассматриваемые ранее.

ОБ ИНТеГРИРОВаНИИ СИСТеМ  
МаЛОГО НечеТНОГО ПОРЯДКа

Проиллюстрируем предлагаемый подход на 
примере систем третьего и пятого порядка. 
Пусть v , α , z  – фазовые переменные в гладкой 
динамической системе, правые части которой – 
однородные полиномы по переменным v , z  с 
коэффициентами, зависящими от α : 
� � �v a v b vz c z z d v e vz f z v g v= ( ) ( ) ( ) , = ( ) ( ) ( ) , = ( )2 2 2 2 2α α α α α α α α+ + + + ++ +h vz i z( ) ( ) .2α α 

� � �v a v b vz c z z d v e vz f z v g v= ( ) ( ) ( ) , = ( ) ( ) ( ) , = ( )2 2 2 2 2α α α α α α α α+ + + + ++ +h vz i z( ) ( ) .2α α  
Выбирая новые независимую переменную q   
( dq vdt= , d dq/ =< >′ , v ≠ 0 ), а также фазовую 
Z , z Zv= , перепишем систему как 

 
′ ( )

( ) ( ) + ( ) + ( )

v v Z

Z a b Z c Z

= , ,

, = ,2

�

�
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 (1)

 
′ ( ) + ( ) + ( )

′ ( ) + ( ) + ( ) − ( )
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2

2

g h Z i Z

Z d e Z f Z Z Z�
 (2)

при этом уравнение (1) на v  отделяется, что 
дает возможность рассматривать два оставшихся 
уравнения в качестве системы (2) с одной степе-
нью свободы на двумерном фазовом многообра-
зии N Z2{ ; }α .

Стоит выделить случай усеченной системы,  
когда выполнены тождества d e f( ) ( ) ( ) 0.α α α≡ ≡ ≡  
Тогда система (1), (2) имеет аналитический пер-
вый интеграл Φ1( ; ) = = .v Z vZ const  Для ее инте-
грируемости достаточно найти еще один первый 
интеграл, независимый с Φ1 . Мы ограничимся 
следующим важным частным случаем системы 
(1), (2):
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′ ( ) + ( ) ( )

′ − ( )
� � � �

�

= ,

= , ,

1 0
2

1f Z b Z f

Z Z Z

�

�
 (4)

b0 0≥  – параметр, f1( )α , � �( )  – некоторые глад-
кие функции, и будем рассматривать (3), (4) как 
систему при отсутствии внешнего поля сил.

Система (3), (4) имеет дополнительный пер-
вый интеграл: � �0

2
0 0; ; = 1 2 = = .v Z v b Z C� �( ) + ( )( ) const 

� �0
2

0 0; ; = 1 2 = = .v Z v b Z C� �( ) + ( )( ) const Другими словами, независимая 

подсистема (4) на многообразии N Z2{ ; }α  имеет 
рациональный [27, 28] по Z  (автономный) пер-
вый интеграл вида Φ ∆( ; ) = (1 2 ( )) / = = ,0

2Z b Z Z Cα α+ const 
Φ ∆( ; ) = (1 2 ( )) / = = ,0

2Z b Z Z Cα α+ const который не имеет существенно осо-
бых точек. В силу последнего, у подсистемы (4) 
нет притягивающих или отталкивающих пре-
дельных множеств, позволяющих говорить о на-
личии в системе диссипации того или иного зна-
ка. Таким образом, внутреннее гладкое силовое 
поле (зависящее от параметра b0 > 0 ) в системе 
(3), (4) не нарушает консервативности системы.

Зададимся вопросом поиска инвариантных 
дифференциальных форм для системы (3), (4). 
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Для поиска функции � �( ; , )v Z , которая опре-
деляет искомую форму � � �( ; , )v Z dv d dZ∧ ∧ ,  
проинтегрировано линейное уравнение 
div[ ( ; , ) ( ; , )] = 00ρ α αv Z W v Z  (W v Z0( ; , )α  – век-
торное поле системы). При этом, в частности, 
функции ρ ρ1

3
2

3( ) = 1 / , ( ) =Z Z v v  определяют ис-
комую форму.

Система (3), (4) в зависимости от целей под-
вергнута различным модификациям [26], при-
ведем одну из них. Она на прямом произведе-
нии числового луча и касательного расслоения 
TM Z1{ ; }α  имеет два ключевых параметра b0 0≥ ,  
b1 0≠ , и в ней введено диссипативное силовое 
поле с помощью унимодулярного преобразования: 
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µ > 0 . Коэффициенты консервативной состав-
ляющей внутреннего силового поля содержат 
параметр b0 , а неконсервативной составляющей 
внешнего поля – параметр b1 .

Теорема 1. Если выполнено условие 
F( ) = ( ) ( )� � � �� �� , λ ∈ R , то система (5), (6) об-
ладает полным набором – двумя (одним гладким 
и одним, вообще говоря, трансцендентным) неза-
висимыми первыми интегралами. Кроме того, она 
обладает двумя инвариантными дифференциаль-
ными формами, между собой независимыми, но за-
висимыми с первыми интегралами. 

Одним из возможных видов инвариантной 
дифференциальной формы объема для системы 
(5), (6) является следующий: 
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Мы видим, что задача точной интегрируемо-
сти класса однородных систем третьего порядка 
с диссипацией путем нахождения необходимо-
го количества инвариантов, несмотря на малый 
порядок системы, достаточно нетривиальна.

аналогичный спектр вопросов качественного 
характера был рассмотрен и для однородных по 
части переменных систем пятого порядка, также 

обладающих диссипацией [26]. После введения 
силовых полей рассматриваемая система на пря-
мом произведении числового луча и касательно-
го расслоения TM Z Z2

2 1{ , ; , }� �  гладкого многооб-
разия M 2{ , }� �  такова: 
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здесь µ > 0  – параметр, DQ q d Q q dq( ) = | ( ) | /ln ,  
b ≥ 0 , �( )� , F ( )α , f1( )α , f2( )α , � jk

i ( , )� � , 
i j k, , = ,� � , – некоторые гладкие функции. При 
этом коэффициенты консервативной составля-
ющей внутреннего силового поля содержат па-
раметр b , а неконсервативной составляющей 
внешнего поля – параметр b1 .

СИСТеМЫ СеДЬМОГО ПОРЯДКа  
ПРИ ОТСУТСТВИИ ВНеШНеГО 

СИЛОВОГО ПОЛЯ

Пусть v , α , β β β= ( , )1 2 , z z z z= ( , , )1 2 3  – фазо-
вые переменные в гладкой динамической систе-
ме, правые части которой – однородные поли-
номы по переменным v , z  с коэффициентами, 
зависящими от α , β . Выбирая новую независи-
мую переменную q  ( dq vdt= , d dq/ =< >′ , v ≠ 0 ),  
а также новые фазовые Z k , z Z vk k= , k = 1,2,3 ,  
Z Z Z Z= ( , , )1 2 3 , будем рассматривать систему 
седьмого порядка 
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DQ q d Q q dq( ) = | ( ) | /ln , b ≥ 0 , �( )� , f1( )α , 
f2( )α , f3( )α , g( )1β , � jk

i ( , )� � , i j k, , = ,� � , – не-
которые гладкие функции, как систему при 
отсутствии внешнего поля сил. При этом 
уравнение (8) отделяется, что дает возмож-
ность рассматривать уравнения (9) в каче-
стве независимой системы (с тремя степеня-
ми свободы) на шестимерном многообразии 
N Z Z Z TM Z Z Z6

3 2 1 1 2
3

3 2 1 1 2{ , , ; , , } = { , , ; , , }� � � � � �  
(касательном расслоении гладкого трехмерно-
го многообразия M 3

1 2{ , , }� � � , см. также [27]). 
Рассмотрим структуру системы (9). Она для 
простоты соответствует следующим уравнени-
ям геодезических линий с семью ненулевыми 
коэффициентами связности на касательном 
расслоении TM 3

1 2 1 2{ , , ; , , }� � �� � � � � �  многообразия 
M 3

1 2{ , , }� � �  (в частности, на расслоении (трех-
мерной) поверхности вращения, пространства 
Лобачевского и т.д.): 
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Действительно, выбрав новые координаты z1 ,  
z2 , z3  в касательном пространстве в виде 

 

�

�

�

� �

� �

� � �

= ,

= ,

= ,

3 3

1 2 1

2 1 2 1

z f

z f

z f g

( )
( )

( ) ( )
 (11)

мы получаем следующие соотношения (ср. с (9)): 
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при этом уравнения (10) почти всюду эквива-
лентны совокупности (11), (12), которая, прежде 
всего, присутствует в системе (9) (при этом вме-
сто (11) лучше выбрать равенства ′α α= ( )3 3Z f , 
� �′1 2 1= ( )Z f , � � �′2 1 2 1= ( ) ( )Z f g ).

Отметим задачи, приводящие к уравнениям 
(10). ( a ) Системы на касательном расслоении к 
трехмерной сфере. Здесь необходимо выделить 
два случая метрик на сфере. Один случай – ме-
трика, индуцированная евклидовой метрикой 
объемлющего четырехмерного пространства. 
Такая метрика естественна для изучения задачи  
о движении точки по такой сфере. Второй  
случай  – приведенная метрика, индуцирован-
ная группами симметрий, характерных для про-
странственного движения динамически сим-
метричного (четырехмерного) твердого тела 
(см.   также [29–31]). ( b ) Системы на касатель-
ном расслоении более общей трехмерной по-
верхности вращения. ( c ) Системы на касатель-
ном расслоении пространства Лобачевского в 
модели Клейна.

Далее, в системе (8), (9) также присутствуют 
коэффициенты при параметре b ≥ 0 . Но, как и в 
системе (3), (4), они не нарушают консервативно-
сти, поскольку система (8), (9) обладает полным 
набором (пятью) гладких первых интегралов.

если рассматривать общие уравнения геоде-
зических на касательном расслоении трехмер-
ного гладкого многообразия, то разных ненуле-
вых коэффициентов связности, вообще говоря, 
будет n n2( 1) / 2+  штук при n = 3 , т.е. 18 коэф-
фициентов. Как видно из этого, общая задача 
интегрирования уравнений геодезических до-
статочно сложна. К данному количеству коэф-
фициентов связности добавляются еще функ-
ции (в нашем случае f1( )α , f2( )α , f3( )α , g( )1β  из 
(11)), определяющие координаты на касатель-
ном расслоении.
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Поэтому, как было отмечено ранее, ограни-
чимся “лишь” 7 (n n( 1) 1− +  штукой при n = 3)  
ненулевыми коэффициентами связности, фор-
мирующими уравнения геодезических (10). 
При этом по такому количеству выбирается и 
количество функций, определяющих коорди-
наты на касательном расслоении – их будет 4  
(n n( 1) / 2 1− +  штука при n = 3 ). Таким образом, 
мы имеем 11 функции, характеризующие исклю-
чительно геометрию фазового многообразия и 
координаты на нем.

Каково же количество накладываемых ал-
гебраических и дифференциальных условий  
(B(3)) на имеющиеся A(3) = 11  функций  
(A n n n( ) = 3 ( 1) / 2 2− +  штуки при n = 3)? Ведь 
данные условия являются достаточными для 
полного интегрирования уравнений геодезиче-
ских. В данной работе будем накладывать B(3) = 8 
условий на имеющиеся A(3) = 11  функций.

число B(3)  складывается из трех слагаемых: 
B B B B(3) = (3) (3) (3)1 2 3+ + . число B1(3)  равно 
количеству условий, накладываемых на функ-
ции f1( )α , f2( )α , f3( )α , g( )1β , а именно, 

 f f f1 2 =: ,α α α( ) ≡ ( ) ( )  (13)

т.е. B1(3) = 1 (в общем случае B n n n1( ) = ( 1)( 2) / 2− − ).  
число B2(3)  равно количеству условий, наклады-
ваемых на коэффициенты связности, а именно, 
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т.е. B2(3) = 3  (в общем случае B n n n2( ) = ( 1) / 2− ). 
число B3(3)  равно количеству алгебраических и 
дифференциальных условий, накладываемых и 
на функции f1( )α , f2( )α , f3( )α , g( )1β  и на коэф-
фициенты связности, а именно, 
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 (15)

т.е. B3(3) = 4 (в общем случае B n n n3( ) = ( 1) / 2 1− + ).

Условия (15) опираются на (13), (14), благо-
даря чему количество аргументов в некоторых 
функциях уменьшается.

Видно, что в общем случае B n B n B n B n n n n( ) = ( ) ( ) ( ) = ( 1) ( 1) / 2 1,1 2 3
2+ + − + − + 

B n B n B n B n n n n( ) = ( ) ( ) ( ) = ( 1) ( 1) / 2 1,1 2 3
2+ + − + − +  при этом 

A n B n n( ) ( ) = ,−  что говорит об увеличении коли-
чества “произвольных” функций по сравнению 

с условиями, накладываемыми на них, ровно на 
n  ( n  – размерность рассматриваемого риманова 
многообразия). В нашем случае A B(3) (3) = 3− .

Как будет показано, для полного интегри-
рования системы (8), (9) достаточно знать пять 
независимых тензорных инвариантов: или пять 
первых интегралов, или пять независимых диф-
ференциальных форм, или какую-то комбина-
цию из интегралов и форм общим количеством 
пять. При этом, конечно, инварианты (в частно-
сти, для случая отсутствия внешнего поля сил) 
можно искать и в более общем виде, чем рассмо-
трено далее (ср. с [25, 26, 27]). И то, что полный 
набор состоит из пяти, а не из шести, тензорных 
инвариантов (помимо тривиального – вектор-
ного поля самой системы [23]), показано ниже.

Как известно, первым интегралом уравнений 
геодезических линий (10), переписанных в виде 
�� � �x x x x ii

j k jk
i j k+∑ , =1

3
( ) = 0, = 1,2,3,Γ  является глад-

кая функция Φ( ; ) = ( ) ,
, =1

3� � �x x g x x x
j k jk

j k∑  но мы 

представим его в более простой форме, нужным 
образом подобрав координаты на касательном 
расслоении, тем самым “выпрямив” квадратич-
ную форму на фазовом многообразии.

Кроме того, подчеркнем, что в следующей 
теореме 2 (справедливой и при более общих ус-
ловиях) накладываются 8 алгебраических и диф-
ференциальных соотношений (13)–(15) на 11 
функций: на функции f1( )α , f2( )α , f3( )α , g( )1β  и 
на 7, вообще говоря, ненулевых коэффициентов 
связности � jk

i ( , )� � . 
Теорема 2. Если выполнены условия (13)–(15), то 

система (8), (9), рассмотренная на произведении  
R+ ×1 3

3 2 1 1 2{ } { , , ; , , }v TM Z Z Z � � � , обладает полным 
набором, состоящим из пяти гладких первых ин-
тегралов вида 
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Более того, после некоторого ее приве-
дения – замен независимой переменной 
d dt f d d/ = ( ) /3 � �  и фазовых 
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– фазовый поток системы (8), (9) сохраняет 
фазовый объем с плотностью ρ( ) = 3v v  на про-
изведении R+ ×1 3

3 2
*

1
*

1 2{ } { , , ; , , }v TM w w w � � � , т.е. со-
храняется соответствующая дифференциальная 
форма v dv dw dw dw d d d3

3 2
*

1
*

1 2.∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧� � �  

Заметим также, что равенство (15) может 
трактоваться как возможность преобразования 
квадратичной формы метрики многообразия к 
каноническому виду с законом сохранения энер-
гии (16). История и текущее состояние рассмо-
трения данной более общей проблемы достаточ-
но обширны (отметим лишь работы [29, 30]). Ну 
а поиск первых интегралов опирается на наличие 
в системе дополнительных групп симметрий.

ВВеДеНИе ВНеШНеГО  
СИЛОВОГО ПОЛЯ С ДИССИПаЦИей 

чеРеЗ УНИМОДУЛЯРНЫе 
ПРеОБРаЗОВаНИЯ

Модифицируем систему (8), (9) при наличии 
двух ключевых параметров b ≥ 0 , b1 0≠ , вводя 
внешнее силовое поле. если ввести такое поле, 
добавив коэффициент F f( ) ( )3α α  в уравнение на 
Z ′3  системы (21), (22) и даже положив при этом 
b1 = 0 , полученная система, вообще говоря, не 
будет консервативной. Консервативность будет 
при дополнительном условии: b = 0 . Но мы рас-
ширим введение силового поля, положив b > 0 ,  
b1 0≠ . При этом (как и выше) сделаем вспомо-
гательную замену независимого переменного 
t  на τ  по формуле d dt f d d/ = ( ) /3 � �  и будем 
по-прежнему штрихом обозначать производную 
по τ . Рассматриваемая система на прямом про-
изведении числового луча и касательного рас-
слоения TM Z Z Z3

3 2 1 1 2{ , , ; , , }� � �  примет вид 
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здесь µ > 0  – параметр. При этом коэффициен-
ты консервативной составляющей внутреннего 
силового поля содержат параметр b , а неконсер-
вативной составляющей внешнего поля – пара-
метр b1 .

Силовое поле в уравнениях на ′v , ′Z  опреде-
ляется функцией �( , )� Z . Опишем введение си-
лового поля в виде двумерного столбца, в первой 
строке которого стоят коэффициенты из уравне-
ния на ′α , а во второй строке – коэффициенты 
из функции �( , )� Z . Таким образом, совместное 
силовое поле (в котором присутствуют три пара-
метра b ≥ 0 , b1 0≠ , µ > 0 ) будет иметь вид 
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где U  – преобразование с определителем, рав-
ным µ , и являющееся унимодулярным преоб-
разованием при µ = 1 . В частности, если µ = 1 , 
а �( ) =� �cos  или �( ) =� �sin , то данное преоб-
разование задает поворот на угол α . Более того, 
такое преобразование вносит в систему дисси-
пацию (как одного знака, так и другого, см. так-
же [25–27]).
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ИНВаРИаНТЫ СИСТеМ СеДЬМОГО 
ПОРЯДКа С ДИССИПаЦИей

Перейдем теперь к интегрированию систе-
мы седьмого порядка (21), (22) при выполнении 
свойств (13)–(15), которые обеспечивают отде-
ление независимой подсистемы пятого порядка.

Как будет показано, для полного интегриро-
вания системы (21), (22) достаточно знать пять 
независимых тензорных инвариантов: или пять 
первых интегралов, или пять независимых диф-
ференциальных форм, или какую-то комбина-
цию из интегралов и форм общим количеством 
пять. При этом, конечно, инварианты можно 
искать и в более общем виде, чем рассмотрено 
далее. Кроме того, подчеркнем, что в следующей 
теореме 3 (которая справедлива и при более об-
щих условиях) накладываются 8 алгебраических 
и дифференциальных соотношений (13)–(15) на 
11 функций: на 4 функции f1( )α , f2( )α , f3( )α , 
g( )1β  и на 7, вообще говоря, ненулевых коэффи-
циентов связности � jk

i ( , )� � .
Тогда после замены фазовых переменных 

(20) система (21), (22) распадается следующим 
образом: 

 
′ ( )

( ) − +( ) ( ) + ( ) ( )

v v w

w b w w b F

= , ,

, = ,

0

0 2
2

3
2

1

�

� � �

�

� � � ��  (24)

 

′ + +( ) ( ) + ( ) ( )

′ ( )− ( )
( )
( )

α α α α

α α
α

α

= ,

=

3 2
2

3
2

1

3 3

2

3
2

w b w w b F f

w F
f

f
w

∆

Γ 22
2

3 0

2 3

2

3
2 2 3 2 0

, ,

= , ,

− ( )

′ ( )
( )
( )

− ( )

w w

w
f

f
w w w w

Ψ

Γ Ψ

α

α
α

α
α

 (25)

 

w w w
f

f
Dg

w w

w

f

1 2 1
2

3
2 1 1

1
1 2

1
2

= 1 2 ,

=
1

′ ± +
( )
( )

( ) + ( )





′ ±
+

( )

α
α

β β

β
α

Γ

ff3
,

α( )

 (26)

 β
α
α

β2
2

1
2 3

1=
1

.′ ±
+

( )
( )

( )w

w

f

f
g  (27)

Видно, что для полной интегрируемости си-
стемы (24)–(27) достаточно указать два неза-
висимых тензорных инварианта системы (25), 
один – для системы (26) (после соответствую-
щей замены независимого переменного в ней) 
и два дополнительных тензорных инварианта, 
“привязывающих” уравнения (24) и (27) (т.е. 
всего пять).

Внесем некоторые ограничения на силовое 
поле. Пусть для некоторого κ ∈ R  выполнено 
равенство 
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а для некоторого λ ∈ R  – равенство 
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Условие (28) назовем “геометрическим”, а 
условие (29) – “энергетическим”. Условие (28) 
названо геометрическим в том числе потому, что 
накладывает условие на ключевой коэффициент 
связности �3( )� , приводя соответствующие ко-
эффициенты системы к однородному виду от-
носительно функции �( )�  при участии функций 
f ( )α , f2( )α , входящих в кинематические соот-

ношения. Условие (29) названо энергетическим 
в том числе потому, что (внешние) силы стано-
вятся, в некотором смысле, “потенциальными” 
по отношению к “силовой” функции �2( ) / 2� ,  
приводя соответствующие коэффициенты си-
стемы к однородному виду (опять же относи-
тельно функции �( )� ). При этом сама функция 
�( )� , в определенном смысле, и вносит в систе-
му диссипацию разных знаков или так называе-
мую (знако)переменную диссипацию (см. также 
[32–34]).

Теорема 3. Пусть для некоторых � �, ∈ R  выпол-
няются условия (28) и (29). Тогда система (24)–
(27) обладает полным набором – пятью (одним 
гладким и четырьмя, вообще говоря, имеющими су-
щественно особые точки) независимыми первыми 
интегралами. Кроме того, она также обладает 
пятью инвариантными дифференциальными фор-
мами, между собой независимыми, но зависимыми 
с первыми интегралами. 

Действительно, благодаря однородным пере-
менным u1 , u2 , w u2 1= ( ),� �  w u3 2= ( ),� �  из си-
стемы (25) можно получить следующие диффе-
ренциальные соотношения: 
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 (30)

из которых легко следует уравнение первого по-
рядка 

 du
du

b u u u

u u b u
2

1

1 2 2
2

1
2

1 2 1 1
=

1
.

� �� �
� ��
− − −
−( ) −

 (31)
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Уравнение (31) имеет вид уравнения абеля 
[35–37]. В частности, при κ = 1−  оно имеет сле-
дующий первый интеграл: 

 u u b u
u

C2
2

1
2

1 2

1
1= = ,

+ + −�� �
const  (32)

который в прежних переменных выглядит как 
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1 3 2 1
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3
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1 3
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w w

w w b w

�
� �

�� �

( )
( ) ( )











=
+ + (( )− ( )

( )
� �

�
�

�

2

2
1= = .

w
C const

 (33)

Используем для подсчета дивергенции век-
торного поля W v w w w2 3 2

*
1
*

1 2( ; , , ; , , )� � � , w w2
*

2= | |ln ,  

w w w1
*

1 1
2= 1ln + + , системы (24)–(27) с дисси-

пацией функцию ρ2
3( ) =v v  (полученную для си-

стемы (8), (9)). Тогда составная система уравне-
ний характеристик для уравнения 

 div � � � � � � �v w w w W v w w w; , , ; , , ; , , ; , , = 03 2
*

1
*

1 2 2 3 2
*

1
*

1 2( ) ( )





 (34)

будет состоять из системы (24)–(27) (правая 
часть которой умножена на функцию ρ2

3( ) =v v )  
и следующего добавочного уравнения: 

 ′ − ( )� �� � �= .3
1v b ��  (35)

Системе (24)–(27), (35) уравнений характери-
стик можно сопоставить следующие соотноше-
ния: два из (30) и 

 �
� � �

d
d

b

u b u u b

� � ��

� �
=

[ ]
.1

2 1
2

2
2 2

1
2

−

+ +( ) + −( )
 (36)

В общем случае искомые первые интегралы 
выписываются громоздко (в частности, если 
κ = 1− , то используется равенство (32)). При 
участии уравнений (30) получается дополни-
тельный первый интеграл системы (25), имею-
щий следующий структурный вид: 
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� �2 3 2 2

3 2
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const  (37)

При этом (при κ = 1− ) первый интеграл (37) 
найдется из уравнения Бернулли 

d
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 (38)

Выражение первого интеграла (37) через ко-
нечную комбинацию элементарных функций 
главным образом зависит от явного вида функ-
ции �( )� .

Кроме того, у системы (24)–(27) существует 
гладкий первый интеграл, который, например, 
при b b= 1−  примет вид 

 �
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0 3 2
2 3

2
2
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3
2
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1 2

=v w w v
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b w w
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CC0 = .const  (39)

Первый интеграл для независимой (после за-
мены в ней независимого переменного) подси-
стемы (26) будет иметь вид 

 �
�3 1 1

1
2

1
3; =

1
= = ,w

w
C�

�
( )

+

( )
const  (40)

о функции �( )1�  см. (18). а дополнительный 
первый интеграл, “привязывающий” уравнение 
(27), находится по аналогии с (19): 

 �
�

4 1 2 2
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3
2 2 4, =
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1
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Уравнение (36), в свою очередь, позволяет 
получить функцию � � � �( ; , , ; , , )3 2

*
1
*

1 2v w w w , которая 
определяет инвариантную дифференциальную 
форму объема. Действительно, справедливо сле-
дующее инвариантное соотношение: 
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uu C U C u2 1 1 2, .( ) + ( )
Отсюда, в частности, следует, что одним из 

возможных вариантов инвариантной диффе-
ренциальной формы объема является следую-
щая форма: 
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.��

 (42)

Таким образом, общее решение линейного 
уравнения (34) в частных производных примет 
следующий вид: 

� �= ; ; , , , , ,3 0 1 2 3 4R v w( ) ⋅ [ ]F � � � � �

где F Θ Θ Θ Θ Θ0 1 2 3 4, , , ,[ ]  – произвольная глад-
кая функция пяти аргументов, при этом 
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Θ Θ Θ Θ Θ0 1 2 3 4, , , ,  – пять независимых первых ин-
тегралов (39), (33), (37), (40), (41) соответственно.

В частности, за четыре функционально неза-
висимых решения линейного уравнения (34) в 
частных производных можно взять следующие 
функции: 

� � � �0 3 2 3 0 3 2; , ; = ; ; ; , ; ,v w w R v w v w w( ) ( ) ⋅ ( )�

 � � � �1 3 2 3 1 3 2; , ; = ; ; , ; ,v w w R v w w w( ) ( ) ⋅ ( )�

� � � �2 3 2 3 2 3 2; , ; = ; ; , ; ,v w w R v w w w( ) ( ) ⋅ ( )�

� � � � �3 3 1 1 3 3 1 1; , ; , = ; ; ; ,v w w R v w w( ) ( ) ⋅ ( )�

� � � � � � �4 3 1 2 3 4 1 2; ; , , = ; ; , .v w R v w( ) ( ) ⋅ ( )�

СТРОеНИе ИНВаРИаНТОВ ДЛЯ СИСТеМ 
С ДИССИПаЦИей И ПРИЛОЖеНИЯ

Система (24)–(27) является динамической 
системой с переменной диссипацией [32–34]. 
При этом при F( ) 0α ≡  она превращается в си-
стему консервативную, эквивалентную (8), (9). 
Последняя, в частности, при некоторых есте-
ственных условиях обладает двумя гладкими 
первыми интегралами вида (16), (17) в координа-
тах w . Более того, если функция F ( )α  не равна 
тождественно нулю, но b1 = 0 , то система (24)–
(27) при условии (29) обладает первым интегра-
лом вида 
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где � � �( ; ; , ; ) = ( ( ) ( ))3 2
2

2
2

3
2

3
2B v w w v w w B w� �� � � �+ + −  –  

семейство функций, зависящих от параметра 
B ≥ 0 .

Очевидно, что отношение двух первых инте-
гралов (43), (17) (в координатах w ) также являет-
ся первым интегралом системы (24)–(27) при не 
равенстве функции F ( )α  тождественно нулю, но 
b1 = 0 . Но при b1 > 0  каждая из функций 
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и (17) (в координатах w ) по отдельности не яв-
ляется первым интегралом системы (24)–(27). 
Однако отношение функций (44), (17) (в коор-
динатах w ) является первым интегралом (33) си-
стемы (24)–(27) (для простоты, при κ = 1− ) при 
любом b1 > 0 .

Вообще же, как и указывалось ранее, для си-
стем с диссипацией трансцендентность функций 

(в смысле наличия существенно особых точек) 
как первых интегралов наследуется из нахожде-
ния в системе притягивающих или отталкиваю-
щих предельных множеств [24, 33, 34].

Выделим теперь существенные случаи для 
функций f ( )α , f3( )α , определяющих метрику на 
трехмерной сфере, и функции �( )� : 
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а также следующий случай, имеющий самостоя-
тельный интерес: 
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Случай (45) формирует класс систем (21), (22) 
при µ = 1 , соответствующих движению динами-
чески симметричного четырехмерного твердого 
тела на нулевых уровнях циклических интегра-
лов в неконсервативном поле сил. В частности, 
при �( ) ( ) 0� �≡ ≡F  рассматриваемая система 
описывает геодезический поток на трехмерной 
сфере. В случае (45), если �( ) = ( ) / ,� � �F cos  то 
система описывает движение четырехмерно-
го твердого тела в силовом поле F ( )α  под дей-
ствием следящей силы [32]. В частности, если 
F( ) = , ( ) = ,� � � � �sin cos sin�  то система эквива-
лентна обобщенному сферическому маятнику, 
находящемуся в неконсервативном поле сил (“по-
мещенному в поток набегающей среды”), и обла-
дает полным набором первых интегралов c суще-
ственно особыми точками, выражающихся через 
конечную комбинацию элементарных функций.

Случай (46) формирует класс систем (21), 
(22), соответствующих движению точки по трех-
мерной сфере с метрикой, индуцированной ев-
клидовой метрикой объемлющего четырехмер-
ного пространства.

Случай (47) формирует класс систем (21), (22), 
соответствующих движению точки в трехмерном 
пространстве Лобачевского в модели Клейна.
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В двух последних случаях функция �( )�  про-
бегает некоторое функциональное множество.

В заключение некоторое замечание об инте-
грируемости. Как известно, понятие интегриру-
емости достаточно многообразное. В данной же 
работе предъявлены полные наборы не только 
первых интегралов, но и инвариантных диффе-
ренциальных форм для однородных систем седь-
мого порядка. Эти наборы содержат в себе почти 
всюду гладкие функции, имеющие существенно 
особые точки. Показана связь наличия предъяв-
ляемых инвариантных форм c набором первых 
интегралов. Примеры, перечисленные выше из 
приложений, также являются новыми нетриви-
альными случаями интегрируемости систем гео-
дезических и систем с диссипацией в явном виде 
(см. также [38, 39, 40]).
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New cases of integrable dynamical systems of the seventh order homogeneous in terms of variables are presented, 
in which a system on a tangent bundle to a three-dimensional manifold can be distinguished. In this case, the 
force field is divided into an internal (conservative) and an external one, which has a dissipation of a different 
sign. The external field is introduced using some unimodular transformation and generalizes the previously 
considered fields. Complete sets of both first integrals and invariant differential forms are given. 
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В данной работе рассматривается экстремальная задача для положительно определенных функций на 
Rn  с фиксированным носителем и фиксированным значением в начале координат (класс Fr

n( )R ).  
Требуется найти точную верхнюю грань функционала специального вида на множестве Fr

n( )R . Дан-
ная задача является обобщением задачи Турана для функций с носителем в шаре. Нами получено 
общее решение данной задачи при n ≠ 2 . Как следствие, получены новые точные неравенства для 
производных целых функций экспоненциального сферического типа. 

Ключевые слова: положительно определенные функции, экстремальные задачи, преобразование Фу-
рье, целые функции экспоненциального сферического типа 
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Фиксируем некоторые обозначения: | |⋅  –  
евклидова норма в Rn , B Rr

nx x r:= { :| |< }∈  – 
открытый шар радиуса r > 0  с центром в нуле, 
Br  – его замыкание, f x f x�( ) := ( )−  и 
( )( ) = ( ) ( )f g x f x t g t dt

n

∗ −∫
R

, Lloc n
∞ ( )R  – простран-

ство локально ограниченных п. в. на Rn функций.
Комплекснозначная функция f n: R C→  на-

зывается положительно определённой на Rn  (
f n∈ Φ( )R ), если для любого m ∈ N , и для любых 

элементов { } =1xi i
m n⊂ R , а также для любого набо-

ра комплексных чисел { } =1ci i
m ⊂ C  выполняется 

неравенство 

 c c
i j

m

i j i jf x x
, =1

0.∑ −( ) ≥  (1)

если f n∈ Φ( )R , то из неравенства (1) при 
m = 2  вытекает, что | ( ) | (0)f x f� , x n∈ R  и функ-
ция f  является эрмитовой, т. е. f f= � .

Пусть r > 0 . Символом Fr
n( )R  обозначим 

множество функций � ∈ ∩�( ) ( )R Rn nC  таких, 

что ϕ(0) = 1  и supp ϕ ⊂ Br . Очевидно, что класс 
функций Fr

n( )R  не пуст. Например, если взять 
функцию u L n∈ 2( )R  такую, что u x( ) = 0  при 
| | / 2x r�  и � �u 2= 1 , то следующая функция 
принадлежит Fr

n( )R : 

 ϕ x u u x u x t u t dt x
n

n( ) ∗( )( ) −( ) ( ) ∈∫= = , .� �

R

R  (2)

Отметим, что при n = 1  из теоремы Боаса- 
Каца, Крейна (см., например, [1, theorem 3.10.2]) 
следует, что любая функция ϕ ∈ Fr

n( )R  предста-
вима в виде (2). При n� 2, это вообще говоря, 
не верно. Также стоит отметить, что в работе 
[2] найдены необходимые и достаточные усло-
вия предстовимости функции из класса Fr

n( )R  в 
виде самосвёртки.

Рассмотрим следующую экстремальную за-
дачу для положительно определённых функций 
ϕ ∈ Fr

n( )R .

Задача 1. Пусть r > 0  и функция ρ ∈ ∞Lloc n( )R  
является радиальной и вещественнозначной. Тре-
буется найти следующую величину: 

M n r x x dx
n

r
n, , := : .� � � �( ) ( ) ( ) ∈ ( )

















∫sup
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если ρ( ) 1x ≡ , то величина M n r( , , )ρ  была най-
дена Зигелем [3] в 1935 году и независимо Боа-
сом и Кацом (см. [4, theorem 5]) в 1945 году при 
n = 1 . В этом случае, 

M n r
r

n
r

n n

n
, , = =

2 / 2 1
,/2

/2

ρ π( ) ( )
+( )

vol B
Γ

где vol( )⋅  – мера Лебега в Rn . В этом случае, экс-
тремальной функцией является свёртка характе-
ристической функции шара Br /2  с собой: 

ϕ χ χx x x
r

r r

n( )
( )

∗






( ) ∈=

1
, .

/2
/2 /2vol B

RB B

Результат Зигеля также был переоткрыт Д. В. 
Горбачевым [5] в 2001 году, другими методами.

Отметим, что в случае ρ( ) 1x ≡ , задача 1 отно-
сится к классу экстремальных задач типа Тура-
на. В данном типе задач требуется найти точную 
верхнюю грань значений интеграла 

Rn x dx∫ ϕ( )  
по всем функциям � ∈ ∩�( ) ( )R Rn nC  с фикси-
рованным значением в нуле, носитель которых 
содержится в фиксированном центрально сим-
метричном выпуклом теле. На данный момент, 
помимо решения задачи Турана для случая 
шара, известны решения только для многогран-
ников заполняющих пространство (см. рабо-
ту В.В. арестова, е.е. Бердышевой [6]), а так-
же спектральных тел (см. работу Колунцакиса,  
Ревеса [7]). Отметим также работу а.В. ефимова 
[9], в которой рассматривается один из вариан-
тов задачи Турана для шара.

При n = 1  и более слабых условиях на функ-
цию ρ  аналог задачи 1 был рассмотрен автором 
в [10]. Нами доказана следующая теорема, кото-
рая даёт решение задачи 1 при n ≠ 2 .

Теорема 1. Пусть n ≠ 2, r > 0 и функция  
ρ ∈ ∞Lloc n( )R  является радиальной и вещественнознач-
ной. Определим оператор A L Lr rρ : ( ) ( )2 /2 2 /2B B→  
следующим образом: 

A u t t x u x dx u x L

r

rρ ρ( )( ) −( ) ( ) ( ) ∈ ( )∫:= , .

/2

2 /2

B

B

Тогда Aρ  – компактный самосопряжённый 
оператор в L r2 /2( )B  и справедливо равенство: 

 M n r A, , = ,ρ ρ( )  (3)

где � �Aρ  – норма оператора Aρ  в L r2 /2( )B . 

Из теоремы 1 следует, что решение зада-
чи 1 сводится к нахождению наибольшего по 

модулю собственного значения оператора Aρ.  
В частности, экстремальной функцией будет 
нормированная самосвёртка функции u , кото-
рая отвечает наибольшему по модулю собствен-
ному значению оператора. Отметим также, что 
теорема 1 является аналогом теоремы Сасса для 
неотрицательных тригонометрических многоч-
ленов (см. [11, Satz IV]).

Доказательство равенства (3) в теореме 1 про-
водится через оценки экстремальной величины 
в задаче 1 сверху и снизу. Основная сложность 
заключается в оценке сверху, которая преодоле-
вается сведением задачи 1 к случаю радиальных 
положительно определённых функций и исполь-
зованием следующей теоремы.

Теорема A (Рудин [12], ефимов [13]). Пусть 
n ≠ 2 , r > 0  и функция ϕ ∈ Fr

n( )R  является ради-
альной. Тогда функция ϕ  представима в виде рав-
номерно сходящегося ряда: 

ϕ x u u x x
k

k k
n( ) ∗( )( ) ∈

∞

∑= , ,
=1

� R

где u Lk
n∈ 2( )R  и u xk ( ) = 0  при | | / 2x r� . 

Замечание 1. При n = 1  теорема выше вытека-
ет из теоремы Боаса–Каца, Крейна. Рудин доказал 
теорему 1 при n ∈ N  в предположении, что функ-
ция ϕ  бесконечно дифференцируемая (см. [12] и [1, 
theorem 3.10.4]). В работе Эма, Гнайтинга, Ри-
чардса [14] без доказательства отмечается, что в 
теореме Рудина достаточно предполагать только 
непрерывность функции ϕ . В работе А.В. Ефимо-
ва [13] содержится доказательство теоремы 1 при 
n�3. 

если ρ( )x  – многочлен, то задача 1 связа-
на с задачей о точечных оценках производных 
целых функций экспоненциального сфериче-
ского типа � r. Напомним, что целая функция 
f n: C C→  называется экспоненциальной сфе-

рического типа � r, если для любого ε > 0  най-
дётся константа Aε > 0  такая, что 

f z A e

z z z

r z

n

k

n

k

( ) ,

, = .

( )| |

=1

2
1/2

≤

∈











+

∑

ε
ε

C где

Символом W p r
n

, ( )R  обозначим множество 
целых функций экспоненциального сфериче-
ского типа � r  таких, что их сужение на Rn  при-
надлежит Lp

n( )R , p�1, а символом W p r
n

, ( )+ R  – 
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подмножество неотрицательных на Rn  функций 
из W p r

n
, ( )R . Нами доказана следующая теорема.

Теорема 2. Пусть n m, ∈ N , r > 0 , ∆  – опера-
тор Лапласа, L  – линейный дифференциальный 
оператор вида 

L a a x a x

x

k

m

k
k

k
k

m
k

k
k

n

:= , ( ) := 1 ,

.

=0 =0

2∑ ∑∈ −( )

∈

� где иR

R

�

Тогда для любой функции f W r
n∈ +

1, ( )R  имеет 
место следующее точное неравенство: 

Lf
M n r

f
n∞

( )
( )

�
, ,

2
.

1

�

�

Рассмотрим некоторые примеры, когда мож-
но выписать решения задачи 1 в явном виде.

Пример 1. Пусть n ≠ 2 , r > 0  и ρ( ) =| |2x x , 
x n∈ R . В этом случае,

 
M n r

r

n n

n n

n n

n n

n
, , =

2 / 2

1
2

4

4

2 /2

1
�

�( )
( ) +

+
+( )
+( )












+

+ � 

≠

,

2, > 0.n r

 (4)

Пример 2. Пусть n = 1 , r > 0  и ρ( ) = 2x x m , где 
m ∈ N . В этом случае, 

 M r
r

m

amax1, , =
2

,
2 1

� �( )







+

 (5)

где λamax  – наибольшее по модулю собственное 
значение матрицы: 

A
C

m i jm

i
m

i i j

i

:=
1 1 1

2 1

1
2

1−( ) + −( )( )
+ − +













+ − −

,, =1

2 1

.

j

m+

Следствие 1. Из теоремы 2 и примера 1 вытека-
ет, что при n ≠ 2  для любой функции f W r

n∈ +
1, ( )R  

имеет место точное неравенство: 

 �f
M n r

f
n∞ ≤

( )
( )

, ,

2
,

1

�

�
 (6)

где M n r( , , )ρ  определяется равенством (4). 
Следствие 2. Из теоремы 2 и примера 2 вытека-

ет, что при m ∈ N  для любой функции f W r∈ +
1, ( )R  

имеет место точное неравенство: 

 f
M r

fm(2 )
1

1, ,

2
,

∞
≤

( )�
�  (7)

где M r(1, , )ρ  определяется равенством (5). 

Замечание 2. В работе автора [10] было доказа-
но, что для функций f W r∈ +

1, ( )R  справедливы сле-
дующие точные неравенства: 

 − ≤− ′′( ) ≤
+( )

∈
r

f f t
r

f t
3

1

3

112

5 3 5

120
, .

π π
R  (8)

Очевидно, что из (8) вытекает неравенство (6) 
при n = 1 , а также неравенство (7) при m = 1 . 

Замечание 3. Также стоит отметить,  
что И. И. Ибрагимовым в 1959 было доказано  
(см. [15, следствие 2]), что для функций f W r∈ 1, ( )R ,  
не обязательно неотрицательных, выполняются 
следующие неравенства: 

 f
r
m

f mm
m

( )
1

11
, .

∞

+
≤

+( )
∈

π
N  (9)

Неравенство (9) при m = 1  с константой r 2 / π  
было доказано Кореваром в 1949 (см. [16]). 

Неравенства вида (6), (7), (9) относятся к не-
равенствам типа Бернштейна–Никольского. 
Более подробную информацию о данном типе 
неравенств можно найти в статье Д. В. Горбаче-
ва [17].

Замечание 4. Экстремальные задачи подобного 
типа имеют приложения в различных разделах ма-
тематики, см. например [18, 19]. 
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This article considers an extremal problem for positive definite functions on Rn  with a fixed support and a fixed 
value at the origin (the class Fr

n( )R ). It is required to find the least upper bound of a special form functional 
over Fr

n( )R . This problem is a generalization of the Turán problem for functions with support in a ball. We 
have obtained a general solution to this problem for n ≠ 2 . As a consequence, new sharp inequalities are 
obtained for derivatives of entire functions of exponential spherical type. 

Keywords: positive-definite functions, extremal problems, Fourier transform, entire functions of exponential 
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С помощью теории спариваний получено представление группы крашенных кос и показана его не-
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Косой [1] называется набор непересекающих-
ся n  гладких кривых в трехмерном пространстве, 
монотонных относительно одной из координат, 
например, z . Предполагается, что координата z  
меняется на каждой кривой от 0 до 1. Коса опре-
деляет динамику набора точек на плоскости, 
то есть семейство n -элементных подмножеств 
плоскости, непрерывно зависящих от параме-
тра z : набор составляют точки косы с заданным 
значением координаты z . Выделяя некоторые 
конфигурации точек как особые, можно сопо-
ставить косе последовательность возникающих 
при изменении z  от 0 до 1 особенностей. Напри-
мер, называя особыми наборы точек, в которой 
есть пара точек с совпадающей координатой x , 
мы получим представление артина группы кос 
[2]. Другое определение особых конфигураций 
приводит к так называемой нерейдемейстеров-
ской теории кос [3], примером которой является 
представление кос с помощью групп Gn

k  и Γn
k , 

введенных В.О. Мантуровым [4].

Например, объявляя особыми моменты, 
когда происходит перестройка комбинаторной 
структуры триангуляции Делоне [5] набора то-
чек, мы сопоставляем косе элемент группы Γn

4 . 
Основным соотношением в группе Γn

4  является 
пятичленное соотношение (рис. 2). Конструк-
ции, удовлетворяющие пятичленному соотно-
шению, такие как 6 j -символ [6], использова-
лись для построения инвариантов трехмерных 
многообразий [7, 8], узлов и зацеплений [9]. В 
работе [10] тождество Птолемея для вписанно-
го четырехугольника, также удовлетворяюще-
му пятичленному соотношению, легло в основу 
конструкции представления группы кос в группе 
автоморфизмов поля рациональных функций. 
Данное представление возникало в работе [11].

В настоящей статье мы обобщим конструк-
цию работы [10] и приведем другой нетривиаль-
ный пример представлений группы кос, индуци-
рованный пятичленным соотношением в теории 
спариваний [12], представляющей собой комби-
наторную технику для работы со скейн-модулем 
скобки Кауффмана [13].

Определение 1. Назовем структурой пентагона 
тройку Π = ( , ,{})X C ⋅ , где 

• X  – некоторое множество (называемое 
множеством цветов); 

• C X⊂ ×3  – подмножество (множество до-
пустимых комбинаций цветов), инвариантное 
относительно действия группы перестановок Σ3  
на X×3 ; 

• {} : 6⋅ →×X R  – функция (называемая  
6 j-символом), такая что 
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Пример 1 (Соотношение Птолемея). 
ΠPt Pt= ( , ,{} )3R R+ +

× ⋅ , где R+ +∞= (0, )  и 
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Соотношение ac bd ij+ =  из определения  
6 j-символа есть условие Птолемея вписанности 
четырехугольника со сторонами a b c d, , ,  и диа-
гоналями i j,  [14]. Соотношение 3 определения 
структуры пентагона описывает ситуацию впи-
санного пятиугольника со сторонами a b c d e, , , ,  и 
диагоналями i j k l m, , , , . 

Пример 2 (Теория спариваний). Фиксируем 
натуральное число r ≥ 3 . Рассмотрим тройку 
Πr r rC= ( {0}, ,{ } )N ∪ ⋅ , где Cr  состоит из троек не-
отрицательных целых чисел a b c, , , удовлетворяю-
щих следующим условиям: 

1. a b c+ +  четно; 
2. a b c+ ≥ , a c b+ ≥ , b c a+ ≥ ; 
3. a b c r+ + ≤ −2 4 , 

а числа 
a b i

c d j r











 – это q j− 6 -символы, опре-

деленные в [12, proposition 11]. Согласно утвер-
ждениям [12, proposition 9] и [12, proposition 10], 
Πr  удовлетворяет условиям определения струк-
туры пентагона. 

Фиксируем структуру пентагона Π .  
Рас смотрим крашеную косу β . По определе-

нию [15] она является набором n  непересека-
ющихся нитей 

X t x t x t tn

n
( ) ( ) ( )( ) ∈ ( ) ∈ [ ]= , , , 0,1 ,1

2… R

где начальное и конечное положение точек со-
впадают: X X(0) = (1) . Предположим, что коса 
β  находится в общем положении. Это озна-
чает, что имеется лишь конечный набор зна-
чений 0 < < < < 11t tm� , такой что при t tk≠ ,  
k m= 1, ,… , никакие четыре точки множества 
X t( )  не лежат на одной окружности либо прямой 
в R2 , а каждое из множеств X tk( ) , k m= 1, ,…  со-
держит ровно одну четверку точек, лежащих на 
одной окружности (или прямой).

Для любого регулярного значения t tk≠  мно-
жество X t( )  задает единственную триангуляцию 
Делоне G t( )  [5]. Обозначим множество ребер 
триангуляции G t( )  через E G t( ( )) . Рассмотрим 
множество F tΠ( )  допустимых раскрасок, то есть 
отображений f E G t X: ( ( ))→ , таких что для лю-
бого треугольника с ребрами a b c, ,  выполнено 
условие ( ( ), ( ), ( ))f a f b f c C∈ . Обозначим через 
V tΠ( )  линейное пространство, свободно по-
рожденное множеством F tΠ( ) .

Рассмотрим особое значение tk , k m= 1, ,… .  
В момент tk  происходит перестройка три-
ангуляции (флип), см. рис. 1. Триангуля-
ции G tk( 0)−  и G tk( 0)+  различаются на 
одно ребро j E G t E G tk k= ( ( 0)) ( ( 0))− +\ ,  
i E G t E G tk k= ( ( 0)) ( ( 0))+ −\ . Пусть a b c d, , ,  – 
ребра, индидентные треугольникам, содер-
жащим ребра i  или j . Для любого элемента 
f F tk∈ −Π( 0) , рассматриваемого как базисный 

вектор в пространстве V tkΠ( 0)− , положим 
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Рис. 1. Флип.
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Определим оператор 

 A A t V X V X
k

m

m kΠ Πβ( ) ( ) ( )( ) → ( )( )∏ − += : 0 0
=1

1  (2)

как композицию операторов A tkΠ( ) .
Теорема 1. Оператор AΠ( )β  является инвариан-

том крашеных кос. 

Доказательство. Рассмотрим изотопию кра-
шеных кос βs , s ∈ [0,1] . Можно считать, что это 
изотопия общего положения. Иными слова-
ми, изотопия имеет конечное число значений 
0 < < < < < 11 2s s sp� , таких что коса βsl

l p,1≤ ≤ ,  
имеет единственное значение t* , при котором 
множество X tsl

( )*  содержит одну из следующих 
вырожденных конфигураций: 

1. пять точек, лежащих на одной окружности 
(или прямой); 

2. две четверки точек, каждая из которых ле-
жит на одной окружности. Окружности для этих 
двух четверок различны; четверки могут иметь 
общие точки. 

В первом случае преобразования триангуля-
ций Делоне в окрестности вырожденной кон-
фигурации образуют пятиугольник (см. рис. 2). 
По определению оператора AΠ( )β  соотношение 
пятиугольника сводится к третьему тождеству в 
определении структуры пентагона Π . 

Второй случай приводит сводится к коммута-
ционному соотношению A A A A1 2 2 1= , в котором 
операторы A1 , A2  соответствуют флипам на за-
данных четверках точек. Так как ребра, меняю-
щиеся при разных флипах различны, а условие 
допустимости локально, то коммутационное со-
отношение выполнено по определению опера-
торов A1 , A2 . 

Таким образом, мы приходим к конструкции 
инварианта кос AΠ , обобщающему инвариант, 

рассмотренный в [3, section 16.6], где использо-
валось соотношение Птолемея.

Покажем, что построенный инвариант не-
тривиален для структуры пентагона Πr .

Пример 3. Рассмотрим конфигурацию точек 

P1 = (0,0) , P2 = (
1
3

,0) , P3 = (
2
3

,0) , P4 = (1,0) , 

P5 = (
1
2

,
3

2
)− , P6 = (

1
2

,
3

2
)− − . Рассмотрим кра-

шенные косы на трех нитях, задаваемые динами-
кой точек P P P1 2 3, ,  внутри треугольника P P P4 5 6 . 
Пусть крашенная коса β1  задается движением 
точки P2  вокруг P1  при неподвижных остальных 

точках: P t
t t

2( ) = (
3

,
10

)
cos sin , t ∈ [0,2 ]π ; а коса β2  за-

дается движением точки P3  вокруг P2 : 

P t
t t

3( ) = (
5

12 4
,

10
)+

cos sin , t ∈ [0,2 ]π . Для косы β1  про-

цессе движения возникает шесть различных три-
ангуляций Делоне (для косы β2  – 8 триангуляций). 
При r = 5  каждая триангуляция имеет 7520  допу-
стимых раскрасок. Операторы A iΠ5

( )β , i = 1,2 , дей-
ствующие в 7520 -мерном пространстве, не комму-
тируют (расчет в программе Mathematica дает 
оценку � �A A A AΠ Π Π Π5 1 5 2 5 2 5 1( ) ( ) ( ) ( ) 21.88β β β β− ≈ ). 
Таким образом, представление AΠ5

 некоммута-
тивно и нетривиально. В частности, инвариант 
AΠ5

 не сводится к индексам зацепления между ни-
тями крашенной косы. 
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Мы доказали, что для любого ε > 0  и n p o
e
e

−
−
−
+
≤

2
3 2 = (1)

ε
, максимальный размер индуцированного 

дерева в биномиальном случайном графе G n p( , )  сконцентрирован в двух последовательных значени-
ях с вероятностью, стремящейся к 1, при n→ ∞ .
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В этой статье мы обсудим некоторые характе-
ристики биномиального случайного графа 
G n p( , )  (см. [1]–[6]), где p p n= ( )  является функ-
цией от n . Pассмотрим набор помеченных вер-

шин [ ] := {1, , }n n… . В G n p( , )  каждая из 
n

2








  пар 

вершин соединяется ребром независимо с веро-
ятностью p  (более формально, G n p( , )  – это слу-
чайный элемент, принимающий значения во 
множестве всех графов на {1, , }… n , с распределе-

нием P( ( , ) = ) = (1 )( ) 2G n p H p pe H

n
e H

−








− ( )

, где e H( ) – 
количество ребер в H ). 

Напомним, что множество U n⊂ [ ]  вершин 
графа, в котором никакие две вершины не 
смежны, называется независимым множеством. 
Размер наибольшего независимого множества 
называется числом независимости графа. Распре-
деление размера самого большого независимого 
множества в случайном графе тщательно изу-
чено. В [7]–[8] было доказано, что число неза-
висимости G n p( , = )const  с вероятностью, стре-

мящейся к 1, принимает одно из двух значений, 
f n0( )  и f n0( ) 1+ , где 

f n n n
e

b p

b b b b0 = 2 2 2
2

0.9 ,

= 1 1 .

( ) − + +












−( )

log log log log

Некоторые уточнения этого результата можно 
найти в [9]. В таких случаях говорят, что число 
независимости сконцентрировано в двух точках.

В дальнейшем концентрация в двух точках 
была доказана и для других характеристик слу-
чайного графа. естественным обобщением зада-
чи о числе независимости является следующий 
вопрос: каков максимальный размер индуциро-
ванного подграфа (множество A V G⊂ ( )  вершин 
графа G  индуцирует в нем подграф G A| , мно-
жество вершин которого равно A , а множество 
ребер образовано всеми ребрами графа G , оба 
конца которых принадлежат A ) в G n p( , ) , об-
ладающего заданным свойством? В частности, 
верна ли концентрация в двух точках при неко-
тором более слабом ограничении на число ребер 
индуцированного подграфа?

Пусть t : 0 0Z Z≥ ≥→  – некоторая функция. 
Пусть X tn[ ]  – максимальный размер k  множе-
ства вершин в G n p( , ) , индуцирующего подграф 
с не более t k( )  ребрами, а Y tn[ ]  – максимальный 
размер k  множества вершин в G n p( , ) , индуци-
рующего подграф с ровно t k( )  ребрами. В [10] 
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доказано, что при некоторых ограничениях на t  
величина X tn[ ]  сконцентрирована в двух точках. 

Теорема 1 (N. Fountoulakis, R.J. Kang, C. McDiar-

mid, 2014). Пусть t t k o
k k

k
= ( ) =

ln

ln ln
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Тогда с вероятностью, стремящейся к 1, 
X t f n f nn t t[ ] { ( ), ( ) 1}∈ + . 

С другой стороны, в [11] было доказано, что для 

случайной величины Y tn[ ]  при t , близких к p
k

2








,  

концентрации в конечном множестве точек нет. 

Теорема 2 (J. Balogh, M. Zhukovskii, 2019). 

Пусть t k
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1. Найдется такое число µ > 0 , что для любых 
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2. Пусть для любой последовательности 
m O k kk = ( / )ln  целых неотрицательных чисел 
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Тогда для любого ε > 0  найдутся такие c C, , 
что 
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Наконец, в [12] была доказана концентрация 
случайной величины Y tn[ ]  при малых t . 

Теорема 3 (D. Kamaldinov, A. Skorkin, M. Zhu-
kovskii, 2021). Пусть R > 0 . Найдется ε > 0  та-
кое, что для любой последовательности неотри-
цательных целых чисел t k( ) , удовлетворяющей 
следующим ограничениям: 

• | ( 1) / ( ) 1 |t k t k
R
k

+ − ≤  при всех достаточно 

больших k , 

• t k k( ) < 2ε  при всех достаточно больших k , 

найдется f n( ) , для которого справедливо 
| ( ) 2 | (3 (1 / ))1/(1 )f n n np− ≤−log ln lnε ε , и с вероятно-
стью, стремящейся к 1, Y t f n f nn[ ] { ( ), ( ) 1}∈ + .

Кроме того, вопрос ставился и при заданных 
стуктурных свойствах индуцированного подгра-
фа. Так, в [12] изучен максимальный размер ин-
дуцированного дерева в G n p( , = )const  и доказа-
на концентрация в двух точках. 

Теорема 4 (D. Kamaldinov, A. Skorkin, M. Zhu-
kovskii, 2021). Пусть f n enppε ε( ) = 2 ( ) 21/(1 ) + + −log .  
Тогда найдется ε > 0 , при котором с вероятно-
стью, стремящейся к 1, максимальный размер ин-
дуцированного дерева в G n p( , = )const  принимает 
одно из двух значений, f nε( )  и f nε( ) 1+ . 

В [13] аналогичный размер получен для мак-
симального размера индуцированного леса. 

Теорема 5 (M. Krivoshapko, M. Zhukovskii, 
2021). Найдется ε > 0 , при котором с вероят-
ностью, стремящейся к 1, максимальный размер 
индуцированного леса в G n p( , = )const  принимает 
одно из двух значений,  + + −2 ( ) 21/(1 )p enplog ε  и 
 + + −2 ( ) 31/(1 )p enplog ε . 

Все предыдущие результаты применимы к 
модели случайного графа, где вероятность по-
явления ребра является постоянной величи-
ной. Некоторые из этих результатов были рас-
ширены для случая p n o( ) = (1) . Так, в [14] было 
доказано, что число независимости G n p( , ) , где 
n p n− +2/3 2< < 1 / [ ( )]ε log , сконцентрировано в 
двух точках. 

Теорема 6 (T. Bohman, J. Hofstad, 2023). Пусть 
ε > 0  и n p n− +2/3 2< < 1 / [ ( )]ε log . Тогда найдется  
k k nz z= ( ) ∈ Z , при котором с вероятностью, 
стремящейся к 1, число независимости случайного 
графа G n p( , )  принимает одно из двух значений, kz  
и kz + 1 . 

Следующим естественным шагом служит по-
лучение результата о концентрации для других 
изученных ранее величин при p o= (1) . Отметим, 
что доказательства всех предыдущих результатов 
легко обобщаются на медленно убывающую p , а 
именно p n o= (1)− .

В настоящей работе нам удалось доказать, 
что результат теоремы 4 о максимальном раз-
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мере индуцированного дерева в G n p( , )  можно 
расширить для достаточно широкого диапазона 
p o= (1) .

Теорема 7. Пусть ε > 0 , n p o
e
e

−
−
−
+
≤

2
3 2 = (1)

ε
. 

Тогда найдется такое δ > 0 , что с вероятностью, 
стремящейся к 1, максимальный размер индуциро-
ванного дерева в G n p( , )  принимает одно из двух 
значений, g n( )  и g n( ) 1+ , где 

g n enpp( ) ( ) +−= 2 .1/(1 ) log δ

Несмотря на то, что в основе доказательства 
теоремы 7 лежит стандартная техника – при-
менение неравенства Маркова для получения 
верхней оценки на случайную величину и нера-
венства чебышева для получения нижней – до-
казательство из статьи [12] для случая p = const  
на рассмотренный нами случай непосредственно 
не переносится. Проблема, как обычно, заклю-
чается в необходимости достаточно точного оце-
нивания второго момента случайной величины 
X k , равной количество индуцированных деревь-
ев размера k . Эту величину можно представить 
как сумму индикаторов IB U( )  по всем k -эле-
ментным множествам U n⊂ [ ], где B U( )  – собы-
тие заключающееся в том, что U  индуцирует де-
рево в G n p( , ) . Тогда E PX B U B Uk U U

2
,

= ( ( ) ( ))′∑ ∩ ′ . 
Заметим, что EX k

2  можно представить как

�
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1

=0

1k

r

n

k

k

l

n k

k l

− −

∑∑
















−
−









 ( ) ×

× −( )

−( )−








−







−

N k l r p

p

k r

k l

, , 2 1

2
2 21

22 1k r−( )+

где N k r( , , )�  – количество способов построить 
два помеченных дерева на k  вершинах на задан-
ном множестве 2k − �  вершин, пересекающихся 
по заданному множеству �  вершин так, что в их 
пересечении находится ровно r  ребер. В [12] был 
предложен метод оценивания N k r( , , )� , который 
работает достаточно успешно при p = const . Как 
только вероятность p n= −α  становится доста-
точно маленькой, этот метод перестает давать 
достаточную оценку. Тем не менее, нам удалось 
доказать, что концентрация в двух точках оста-
ется верна в достаточно широком диапазоне ве-

роятностей p , вплоть до n
e
e

−
−
−

2
3 2 , посредством 

уточнения оценки величины N k r( , , )� . а имен-
но, пусть logk enp Op

� = 2 ( ) (1)1/(1 )− +  – наибольшее 
k, при котором EX k ≥ 1 . Мы доказали, что g n( )  
из формулировки теоремы совпадает с k�−1. Для 
этого достаточно доказать, что 1) EX

k�+
→

1
0 ,  

2) ( )X oVar Xk k� �− −1 1
2= ( )E . Первое утверждение не 

составляет труда, так как математическое ожи-
дание вычисляется явно: 
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Для доказательства второго утверждения до-
статочно показать, что 
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где k k= 1�− . Нетрудно заметить, что слагаемое 
при � = 0  уже имеет необходимую асимпотитку. 
Таким образом, остается доказать, что оставшаяся 
часть суммы асимптотически меньше, чем EX k

2 .  
Мы разбили эту сумму на две части: � �< 0  и 
� �≥ 0 , где � 0 = (1 )k O p− , и, воспользовав-
шись методом из работы [12], мы доказали, что 
первая часть суммы достаточно мала. Для ис-
следования второй части суммы, мы уточнили 
оценку величины N k r( , , )�  с помощью формулы 
для числа укорененных лесов на заданном мно-
жестве размеченных вершин (см. [15]).

Sah и Sawney заметили, что после того, как 
p  переступает пороговое значение n o− +2/3 (1),  

число независимости перестает быть настолько 
хорошо сконцентрированным (см. [14, 16]). В 
дальнейшем было бы интересно изучить опти-
мальность нашего результата и установить, в 
какой момент максимальный размер индуциро-
ванного дерева также перестает быть сконцен-
трированным.
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We prove that a.a.s. for any ε > 0  and n p o
e
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−
−
−
+
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2
3 2 = (1)

ε
 the maximum size of an induced subtree of the 

binomial random graph G n p( , )  is concentrated in 2 consecutive points.
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1. ВВеДеНИе

Настоящая работа посвящена оценкам реше-
ний задачи Дирихле для уравнения Пуассона с 
младшими членами вида 
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Данное выражение является нормой в силу 
хорошо известного неравенства Фридрихса.

Нас интересует вопрос о повышенной сум-
мируемости градиента решений задачи (1) в 
предположении, что функции из правой части 
уравнения суммируемы со степенью, большей 
двух. Приведем известные результаты в этом на-
правлении для эллиптических уравнений второ-
го порядка, не содержащих младших членов. В 
работе [1] рассмотрен случай линейных дивер-
гентных равномерно эллиптических уравнений 
второго порядка с измеримыми коэффициента-
ми в плоской ограниченной области и доказана 
повышенная суммируемость градиента реше-
ния. Позже в многомерном случае для уравне-
ний такого же вида повышенная суммируемость 
градиента решения задачи Дирихле в области с 
достаточно регулярной границей была установ-
лена в [2].

В настоящей работе, по видимому впервые, 
рассмотрено уравнение со сносом. Относитель-
но младших коэффициентов уравнения (1) пред-
полагается выполнение следующих условий: 

1 Владимирский государственный университет  
им. А.Г. и Н.Г. Столетовых, Владимир, Россия 
2 Московский Государственный Университет  
им. М.В. Ломоносова, Москва, Россия 
3 Институт математики с компьютерным 
центром – подразделение Уфимского федерального 
исследовательского центра Российской академии наук 
Уфа, Россия 
*E-mail: yurij-alkhutov@yandex.ru
**E-mail: chechkina@gmail.com
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 b x L D p n n j nj p( ) ( ), = , > 2, = 1, ,∈ если …    (2)

либо 

 b x L D p n jj p( ) ( ), > 2, = 2, = 1,2.∈ если  (3)

Под решением задачи (1) понимается функ-

ция u W D∈ 2
1( )
�

, для которой выполнено инте-
гральное тождество 

 
D D D

u dx b u dx f dx∫ ∫ ∫∇ ⋅ ∇ − ⋅ ∇ ⋅ ∇ϕ ϕ ϕ( ) = ( )  (4)

для всех пробных функций ϕ ∈W D2
1( )
�

.

Для полноты изложения приводится и дока-
зательство существования и единственности ре-
шения задачи Дирихле при выполнении условий 
(2) и (3).

Сформулируем основные утверждения.

Теорема 1. Если n > 2 , выполнено условие (2) и 
f L D n∈ +( ( ))2 0δ

, где δ0 > 0 , то существуют поло-
жительные постоянные δ δ δ( , ) <0 0n  и C  такие, 
что для решения задачи Дирихле для уравнения (1) 
справедлива оценка 

 
D D

u dx C f dx∫ ∫∇ ≤+ +2 2
,

δ δ  (5)

где C  зависит только от δ0 , размерности про-
странства n , области D  и � �b Ln D( ) . 

Теорема 2. Если n = 2 , выполнено условие (3), 
f L D∈ +( ( ))2 0

2
δ , где δ0 > 0 , то существуют поло-

жительные постоянные δ δ δ( , ) <0 0p  и C  такие, 
что для решения задачи Дирихле для уравнения (1) 
справедлива оценка 

 
D D

u dx C f dx∫ ∫∇ + +2 2
,

δ δ�  (6)

где C  зависит только от δ0  а также от области D  
и b

Lp D( ) . 

Замечание 1. Теорема остаётся в силе, если 
вместо оператора Лапласа рассмотреть линей-
ный равномерно эллиптический оператор второго 
порядка вида 

div( ( ) ).A x u∇

Здесь A x a xij( ) = { ( )}  – равномерно эллиптиче-
ская измеримая и симметрическая матрица, то 
есть a aij ji=  и 

 � � � � � �2

, =1

1 2
( )         ≤ ≤ ∈∑ −

i j

n

ij i ja x для почти всех x D и для всех �� ∈ Rn.  (7)

При этом константа C  в (5) или в (6) будет до-
полнительно зависеть от постоянных эллиптич-
ности матрицы A . 

При n > 2  будем пользоваться следующим 
представлением младших коэффициентов 
b L Dn

n∈ ( ( ))  рассматриваемого уравнения 

 
b b b b L D

b L D b

n

n
n

Ln D

= , ,

,
( )

� � �

� �

+ ∈ ( )( )
∈ ( )( )

∞

�θ
 (8)

с достаточно малой постоянной θ ∈ (0,1) , кото-
рая определяется в дальнейших рассуждениях.

2. ОДНОЗНачНаЯ РаЗРеШИМОСТЬ 
ПОСТаВЛеННОй ЗаДачИ

В этом разделе однозначная разрешимость 
задачи Дирихле в произвольной ограниченной 
области доказывается для уравнения вида 

 

Lu a x u b x u f

f f f

f L D

u W D

n

j

:= = ,

= , ,

,

1

2

2
1

div div( )∇( ) + ( ) ⋅ ∇

( )
∈ ( )

∈ ( )

…

�

,,

 (9)

где a x a xij( ) = { ( )}  – равномерно эллиптическая 
измеримая и симметрическая матрица, то есть 
a aij ji= , удовлетворяющая (7), а b  удовлетворя-
ет (2) или (3). Имеет место следующее утверж-
дение. 

Теорема 3. Если выполнены условия (2) либо (3) и 

(7), то задача (1) однозначно разрешима в W D2
1( )
�

 и 
для ее решения справедлива оценка 

 ∇ ≤u C f
L D L D2( ) 2( )  (10)

с постоянной C , зависящей только от коэффи-
циентов оператора L , области D  и размерности 
пространства n . 
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Доказательство основано на вспомогатель-
ных утверждениях. Сначала нам потребуются 
оценки билинейной формы, связанной с опера-
тором L , имеющую вид 

 L u v a u vdx b u vdx
D D

, =( ) ∇ ⋅ ∇ − ⋅ ∇( )∫ ∫  (11)

и определенную на функциях u v W D, ( )2
1∈
�

. Име-
ют место следующие утверждения. 

Лемма 1. Если коэффициенты оператора L  из 
(9) удовлетворяют условиям (2) (или (3)) и (7), то 

 L u u u dx C b n u dx
D D

,
2

, , .
2 2( ) ≥ ∇ − ( )∫ ∫

α
α  (12)

Лемма 2. Если коэффициенты оператора L  из 
(9) удовлетворяют условиям (2) (или (3)) и (7), то 

для фиксированного u W D∈ 2
1( )
�

 отображение 
v u v� L( , ) , где форма L( , )u v  определена в (11), яв-
ляется ограниченным линейным функционалом на 

W D2
1( )
�

 и справедлива оценка 

 L( , ) , , .
2
1( ) 2

1( )
u v C b n u v

W D W D
≤ ( )α

� �
 (13)

В следующей лемме устанавливается прин-
цип максимума для решений однородной задачи 

(9). Функция u W D∈ 2
1( )
�

 называется субрешени-
ем однородной задачи (9) в области D , если 

D D

a u dx b u dx∫ ∫∇ ⋅ ∇ − ⋅ ∇( ) ≤ϕ ϕ 0

для любой неотрицательной функции ϕ ∈W D2
1( )
�

. 

аналогично определяется суперрешение u W D∈ 2
1( )
�

 
в области D, для которого выполнено неравенство 

D D

a u dx b u dx∫ ∫∇ ⋅ ∇ − ⋅ ∇( ) ≥ϕ ϕ 0

для всех неотрицательных функций ϕ ∈W D2
1( )
�

.

Лемма 3. Если выполнены условия (2) (или (3)) и 

(7), функция u W D∈ 2
1( )
�

 является субрешением в 
области D , то 
 

D
uesssup ≤ 0.  (14)

если же u W D∈ 2
1( )
�

 является суперрешением в 
области D , то 
 

D
uessinf ≥ 0.  (15)

Следствие 1. При выполнении условий (2) либо 
(3) и (7) задача Дирихле (9) имеет единственное 
решение. 

Доказательство теоремы 3. Исходя из сфор-
мулированных оценок лемм 1 – 3 и дословно 
повторяя рассуждения из [3, 8.2], приходим к 
утверждению теоремы. 

3. ДОКаЗаТеЛЬСТВО ОСНОВНЫХ 
РеЗУЛЬТаТОВ

Доказательство обеих теорем основано на 
получении обратного неравенства Гёльдера для 
градиента решения задачи Дирихле (1) с по-
следующим применением обобщённой леммы  
Геринга.

Доказательство теоремы 1. Обозначим через 
QR

x0  открытый куб с центром в точке x0  и рёбра-
ми длиной 2R , где R ≤ 1 , которые параллельны 
координатным осям. Ниже полагается 

QR
x

R
x

QR
x

f dx
Q

f dx
0 0 0

=
1

,

где | |E  обозначает n -мерную меру Лебега мно-
жества E n⊂ R . Продолжим функцию u  нулём 
вне области D . Сначала рассмотрим случай, 
когда Q DR

x
3 /2

0 ⊂  и выберем в интегральном тож-

дестве (4) пробную функцию � � �= ( ) 2u − , где 

��� ,

3 /2
0Q R

x

u dx

а срезающая функция η ∈ ∞C Q R
x

0 3 /2
0( )  такова, что 

0 1≤ η � , η = 1  в QR
x0  и | | 1∇ −η �CR . Тогда (4)  

преобразуется к виду 

 
Q R

x
Q R

x

Q R
x

u dx b u u dx

u

3 /2
0

2 2

3 /2
0

2

3 /2
0

2∫ ∫

∫

∇ = ⋅ ∇( ) −( ) − ×

× −( )∇

� � �

� � uu dx

f u dx f udx

Q R
x

Q R
x

⋅ ∇ +

+ −( ) ⋅ ∇ + ⋅ ∇∫ ∫

�

� � � �2 .

3 /2
0

3 /2
0

2

 (16)
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Оценим сначала первое слагаемое в правой 
части тождества (16), имея в виду, что n > 2 . Из 
представления младших коэффицентов (8) вы-
текает, что 

 

Q R
y

Q R
y

Q R
y

b u u dx

b u u dx

3 /2
0

2

3 /2
0

2

3 /2
0

=∫

∫

⋅ ∇( ) −( )

= ⋅ ∇( ) −( ) +

+

� �

� �
�

∫∫ ⋅ ∇( ) −( )b u u dx� � �2 .

 (17)

Для первого интеграла из правой части в (17) 
после несложных преобразований получаем 

 

Q
R

y

Q
R

y
L D

b u u dx

u dx C b R

3 2
0

2

3 2
0

2 2 2 2

( )( )∫

∫

⋅ ∇ − ≤

≤ ∇ + ( ) ×

×

∞( )
−

�

�

λ η

ε η ε

QQ
R

y

u dx

3 2
0

2
.∫ −( )λ

 (18)

Второй интеграл в правой части (17) оценим 
с помощью неравенства Гёльдера и Соболева, в 
силу которого 

 Q R
y

Q R
y

Q R
y

b u u dx

C n u dx u

3 /2
0

2

3 /2
0

2 2

3 /2
0

∫

∫ ∫

⋅ ∇( ) −( ) ≤

≤ ( ) ∇ + −

� � �

� � �(( ) ∇













2 2
.� dx

 (19)

В итоге, из оценок (18) и (19) в силу (17) с уче-
том выбора срезающей функции η  будем иметь 

 

Q R
y

Q R
y

L

b u u dx

C n u dx

C b

3 /2
0

2

3 /2
0

2 2

∫

∫

⋅ ∇( ) −( ) ≤

≤ + ( )( ) ∇ +

+ ( )

� �

� � �

�
�

∞∞( )
−+ ( )









 −( )∫D

Q R
y

C n R u dx
2 2

3 /2
0

2
.� �

 (20)

Оценим теперь оставшиеся интегралы в пра-
вой части интегрального равенства (16). Для 
второго слагаемого получаем

 Q R
x

Q R
y

Q R
y

u u dx u dy

C

R
u

3 /2
0

3 /2
0

2 2

2

3 /2
0

∫ ∫

∫

−( )∇ ⋅ ∇ ≤ ∇ +

+
( )

−(

� � � � �

�
�))2 .dx

 (21)

Третье слагаемое оценивается следующим 
образом: 

 Q R
y

Q R
y

Q R
y

f u dx

f dx
C

R
u dx

3 /2
0

3 /2
0

2

2

3 /2
0

2
.

∫

∫ ∫

−( ) ⋅ ∇ ≤

≤ + −( )

� � �

�

 (22)

Для четвертого слагаемого выводим 

 Q R
y

Q R
y

Q R
y

f udx

u dx C f dx

3 /2
0

2

3 /2
0

2 2

3 /2
0

2
.

∫

∫ ∫

⋅ ∇ ≤

≤ ∇ + ( )

�

� � �

 (23)

В результате, пользуясь (16), учитывая по-
следние оценки (20)-(23), после соответствую-
щего выбора ε  и θ  придем к неравенству 

 

QR
y

Q R
y

Q R
y

u dx

C n b
R

u dx f dx

0

2

2

3 /2
0

2

3 /2
0

2
,

1

∫

∫ ∫

∇ ≤

≤ ( ) −( ) +





 λ








.

 (24)

Далее, из неравенства Пуанкаре—Соболева 

x C













≤ ( )
Q R

y
Q R

n R

3 /2
0

1/2

3 /22
0

1/

| | ,

=
2

2

y

q

q

u dx

q
n

n

∇













+

u d2( )�
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и из (24) найдем 

 

∇







�

�

���������
≤

≤ ( ) ∇

QR
y

Q R
y

q

u dx

C n d

0

2

�� 2

2
0

,b x f dx

q

Q R
y





������







�

�

��������

�

�

�
1/

2
0

2 ���������













�� 2

.+u

 (25)

Рассмотрим теперь случай, когда 
Q DR

y
3 /2

0 ∩ ∂ ≠ ∅ . Выбирая в интегральном тожде-

стве (4) пробную функцию � �= 2u  с той же сре-
зающей функцией η , получим 

 

Q R
y

Q R
y

Q R
y

Q

u dx b u u dx

u u dx

3 /2
0

2 2

3 /2
0

2

3 /2
0

3

=

2

2

∫ ∫

∫

∇ ⋅ ∇ −

− ∇ ⋅ ∇ −

−

η η

η η

RR
y

Q R
y

fu dx f udx

/2
0

3 /2
0

2 .∫ ∫⋅ ∇ − ⋅ ∇η η η

 (26)

Все интегралы в правой части (26) оцениватся 
точно так же как и выше вплоть до (24). В резуль-
тате приходим к оценке (24), в которой λ = 0.  
Перепишем эту оценку в виде 

 

QR
y

Q R
y

Q R
y

u dx C n b
R

u dx f dx

0

2

2

2
0

2

2
0

2
,

1
∫ ∫ ∫∇ ≤ ( ) +













.  (27)

Далее заметим, что поскольку Q DR
x
3 /2

0 ∩ ∂ ≠ ∅ и  

область D липшицева, то | ( ) | ( )2
0Rn
R

x nD Q c D R\ ∩ ≥  
для достаточно малого R . Поэтому по неравен-
ству Соболева 

 












≤ ( ) ∇

Q R
x

Q R
x

q
u d n D R u dx

2
0

2

1
2

2
0

,













1

.

q

x C  (28)

Откуда вновь приходим к оценке (25). Ясно, 
что оценка (25) выполнена и для кубов с центра-
ми, лежащими вне области D . Таким образом, 
оценка (25) справедлива во всех рассматривае-
мых случаях.

Из (25) оценки, справедливой для всех  
рассматриваемых кубов QR

y0 , и обобщённой 
леммы Геринга (см. [4], [5], а также [6, гл. VII]) 
вытекает, что в предположении f L D∈ +2 0

( )δ , где 
δ0 > 0 , имеет место оценка 

 ∇ ≤ ( ) ∇ +






+ ( ) ( ) + ( )

u C n b D u f
L D L D L D2

0
2 2

, , , .
δ δ

δ  (29)

Оценим первое слагаемое в правой части (29) 
с помощью оценки (10) теоремы 3. Теорема до-
казана.  

Доказательство теоремы 2. Схема рассуждений 
остается такой же, как и в доказательстве теоре-
мы 1. Отличие состоит только в другом способе 
оценки первого интеграла в правой части инте-
гральных равенств (16) и (26). 

Некоторые близкие результаты см. в [7] и [8].
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The increased integrability of the gradient of the solution to the Increased integrability of the gradient o the 
solution to the homogeneous Dirichlet problem for the Poisson equation with lower terms in a bounded 
Lipschitz domain is established. A proof of the unique solvability of this problem is also given. 
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Настоящее сообщение посвящено некоторым вопросам обращения классического и обобщенного 
интегрального преобразования Радона. Основной вопрос состоит в определении информации об 
подынтегральной функции, если известны значения некоторых интегралов. Особенностью работы 
авторов этого сообщения является анализ случая, когда интегрирование функции производится по 
гиперплоскостям в конечномерном евклидовом пространстве, а подынтегральные функции зависят 
не только от переменных интегрирования, но и от части переменных, характеризующих гиперпло-
скости. При этом количество независимых переменных, описывающих известные интегралы мень-
ше, чем у неизвестной подынтегральной функции. Мы рассматриваем разрывные подынтегральные 
функции, определенные на специально введенных псевдовыпуклых множествах. Ставится задача 
типа Стефана о нахождении поверхностей разрывов подынтегральной функции. В работе приводятся 
формулы, основанные на применении специальных интегро-дифференциальных операторов к из-
вестным данным и позволяющие решать поставленную задачу.

Ключевые слова: обобщенное преобразование Радона, интегральная геометрия, зондирование, томо-
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1. ВВеДеНИе

Настоящее работа относится к теории инте-
гральной геометрии, в которой известными дан-
ными являются интегралы от некоторых функ-
ций, взятых вдоль определенных многообразий 
в конечномерном евклидовом пространстве. В 
широком смысле, искомым объектом являются 
полезные сведения о подынтегральном выраже-
нии. Результаты этой теории используются для 
анализа решений дифференциальных уравне-
ний, а также в теории зондирования.

Не ставя себе задачу привести подробный 
обзор темы, укажем лишь на отдельные рабо-
ты основоположников, таких как Р. Курант [1], 
Ф. йон [2], И.М. Гельфанд [3]. Упомянем так-
же родственные исследования математической 
школы М.М. Лаврентьева и В.Г. Романова, по-
священные обратным задачам для уравнений 

математической физики [4,5]. Вообще, имеется 
значительное количество исследований, посвя-
щенных преобразованиям Радона при довольно 
общих предположениях. К ним можно отнести, 
например, работы [6–12]. Однако, формулы, 
пригодные для построения численных алгорит-
мов, доказаны только для гладких функций, что 
несколько снижает их прикладную ценность.

Вообще, выбор ограничений обычно дикту-
ется прогнозируемой целью применения. Цель 
настоящего исследования состоит в обоснова-
нии возможности применения теоретических 
результатов на практике, в особенности в теории 
зондирования. Стремясь использовать реали-
стические ограничения, мы рассматриваем раз-
рывные подынтегральные функции, определен-
ные на специально введенных псевдовыпуклых 
множествах. Тогда становится возможным по-
ставить задачу о нахождении только поверхно-
стей разрывов подынтегральной функции, что 
представляет собой ценную информацию. На-
пример, в рентгеновской томографии такая ин-
формация является основным объектом поиска. 
Спецификой работ авторов этого сообщения  

1 Институт математики им. С.Л. Соболева 
Сибирского отделения Российской академии наук, 
Новосибирск, Россия 
*E-mail: anik@math.nsc.ru
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является анализ обобщенного преобразования 
Радона, когда интегрирование функции про-
изводится по гиперплоскостям в n- мерном 
евклидовом пространстве, а подынтегральная 
функция является произведением неизвестной 
весовой функции, зависящей от 2n переменных 
и другой неизвестной функции n переменных. 
Такая ситуация возникает, например, в рентге-
новской томографии, при использовании ма-
тематической модели, учитывающей рассеяние 
фотонов в зондируемой среде или при наличии 
внутренних источников.

Настоящее сообщение является продолже-
нием и развитием предыдущих исследований 
авторов [13–15].

2. ОБОЗНачеНИЯ И ПРеДПОЛОЖеНИЯ

В работе используются следующее обозна-
чения: E nn, 2≥ , – n -мерное евклидово про-
странство, B x y y E y x x En n( , ) = { : , | |< , }δ δ∈ − ∈ ; 
∂T  – граница множества T ; ρ( , )x T −  расстояние 
от точки x  до множества T ; Ω  – единичная сфе-
ра в En ; ∆x – оператор Лапласа по переменной 
x x xn= ( ,..., )1 ; ∇x  -градиент; µk T( )  – k -мерная 
Лебегова мера множества T ; µΩ( )W –мера Лебе-
га множества W ⊂ Ω  по мере, определенной на 
сфере Ω . Условимся считать, что мера пустого 
множества равна нулю.

Пусть G  – ограниченная область в En , со-
держащая попарно не пересекающиеся обла-
сти G i li, = 1,..., . Обозначая объединение этих 
областей через G0, предположим, что G G0 = .  
Каждую границу ∂Gi  считаем ( 1)n− - мерной 
непрерывной замкнутой поверхностью. Легко 
видеть, что ∂G0  совпадает с объединением по-
верхностей ∂G i li, = 1,..., . Гиперплоскости в En  
обозначаем Y x y y E y xn( , ) = { : , ( ) = 0}ω ω∈ − ⋅ , 
а также L p y y E y pn( , ) = { : , = }ω ω∈ ⋅ . Ясно, что 
L x Y x( , ) = ( , )ω ω ω⋅ .

Введем еще одно дополнительное ограниче-
ние для множества G0 . Будем говорить, что G0  – 
псевдовыпуклое множество, если можно указать 
множество ′Ω , ′ ⊂Ω Ω  и функции p+( )ω , p−( )ω , 
ω ∈ ′Ω , для которых выполняются следующие 
свойства.

1. Мера множества Ω Ω\ ′  равна нулю, т.е. 
µΩ Ω Ω( ) = 0\ ′ .

2. Для любого вектора ω ∈ ′Ω  и для всех 
p p≥ +( )ω , p p≤ −( )ω  верно равенство 

L p G( , ) =ω ∩ ∅.

3. Для всех ω ∈ ′Ω  и для всех p p p− +( ) < < ( )ω ω  
пересечение L p G( , ) 0ω ∩  либо пустое множество, 
либо является множеством, граница которого 
имеет нулевую меру по мере пространства En−1,  
и µ ωn L p G− ∂1 0( ( , ) ) = 0∩ .

4. Для всех ω ∈ ′Ω , если p p→ +( )ω  или 
p p→ −( )ω , то µ ωn L p G− →1( ( , ) ) 0∩ .

В качестве пояснения определения псевдовы-
пуклого множества приведем простой, но харак-
терный пример.

Пример. Пусть n = 2 , δ > 0 , G B= (0,4 )δ ,  
G y y E y ii1 2= { : , < < 2 , = 1,2}∈ δ δ , G B2 = (0, )δ ,  

G G G G3 1 2= \ ∪ . Тогда из сферы Ω  достаточно 
убрать вектора, коллинеарные координатным 
осям, чтобы получить ′Ω  и псевдовыпуклое мно-
жество G G G G0 1 2 3= ∪ ∪ .

Вообще, введенное определение охватывает 
многие случаи ограничений, адекватных теории 
зондирования. авторам не удалось придумать 
контрпример, в рамках разумных предполо-
жений для теории зондирования. Везде далее в 
этой работе будем считать множество G0  псев-
довыпуклым.

Точку z G∈ ∂ 0  назовем контактной, если она 
принадлежит общему участку границы ровно 
двух множеств Gi  и G j , 1 ,≤ ≤i j l . Условимся 
использовать букву z  только для обозначения 
контактных точек. если же упомянутый общий 
участок границ в некоторой окрестности точки 
z  является гладкой поверхностью класса C2 , то 
такой частный случай контактной точки будем 
обозначать через Z .  Предполагаем, что множе-
ство контактных точек z  плотно в ∂ ∂G G0 \ . В 
четномерном случае дополнительно к этому по-
требуем, чтобы и множество контактных точек 
типа Z  также было плотно в ∂ ∂G G0 \ .

Рассмотрим класс M  функций λ( )y , y En∈ ,  
непрерывных и ограниченных для y G∈ 0  
и для которых выполнены соотношения 
| ( ) ( ) | | | ,λ λ αy y y y− ≤ −� �const  const > 0, y y Gi, � ∈ , 
0 < 1α ≤ , i l= 1,..., ;  λ( ) = 0y , y G∉ .

Ясно, что для таких λ( )y  и для каждого  
i i l,1≤ ≤ , существуют предельные конеч-
ные граничные значения [ ( )]λ z i , z Gi∈ ∂ , т.е. 
λ λ( ) [ ( )]y z i→  при y z y Gi→ ∈, . В контактных 
точках z G∈ ∂ 0  определим скачки функции ра-
венствами [ ( )] = [ ( )] [ ( )],λ λ λz z zj i j i− , 1 ,≤ ≤i j l , 
z G Gi j∈ ∂ ∩ ∂ .
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Для функции F x y( , )  , непрерывной и ограни-
ченной при ( , )x y E En n∈ ×  и для λ ∈ M , опреде-
лим обобщенное преобразование Радона фор-
мулой

 V x F x y y d x G
y x yλ ω λ σ ω

ω
[ ]( ) ( ) ( ) ∈ ∈

−( )⋅∫, = , , , .
=0

Ω  (1)

Здесь интегрирование производится по гипер-
плоскостям Y x y y E y xn( , ) = { : , ( ) = 0}ω ω∈ − ⋅ .  
Ясно, что ограничения для функций F ,λ  доста-
точны для существования интеграла в правой 
части формулы (1). Нередко в научной литера-
туре функцию F  называют весом, а функцию λ  
плотностью.

Классическое преобразование Радона запи-
шем в виде 

R p y d p
y p yλ ω λ σ ω
ω

[ ]( ) ( ) ∈ −∞ ∞
⋅∫, = , , < < .

=
Ω

Легко видеть, что, [ ]( , ) = [ ]( , )V x R xλ ω λ ω ω⋅ , 
если F x y( , ) = 1.

В качестве иллюстрации рассмотрим одну из 
математических моделей рентгеновской томо-
графии. Для обобщенного преобразования Ра-
дона при n = 2  возьмем весовую функцию в виде

F x y exp y x a tx t y dt, = 1 ,
0

1
( ) − − + −( )( )






∫

где функция a y( )  интерпретируется как коэф-
фициент ослабления. Тогда если λ( )y  означает 
плотность внутренних источников, то формула 
(1) соответствует известным данным в задаче 
рентгеновской томографии при учете поглоще-
ния и однократного рассеяния [15].

3. ПОСТаНОВКа ЗаДачИ  
И ОСНОВНЫе УТВеРЖДеНИЯ

Используя предыдущие обозначения и опре-
деления, рассмотрим следующую задачу о неиз-
вестной границе.

Задача. Зная множество G  и функцию 
[ ]( , )V xλ ω , x G M∈ ∈ ∈, ,ω λΩ , найти поверхность 
∂G0 .

Несмотря на то, что объектом поиска счита-
ется вся поверхность ∂G0 , фактически, опре-
делению подлежит только множество ∂ ∂G G0 \ ,  
поскольку поверхность ∂G  известна из поста-
новки задачи. Заметим, что имеющееся соот-
ношение размерности неизвестной подынте-

гральной функции и заданной информации не 
позволяют надеяться на определение всего по-
дынтегрального выражения. В то же время зна-
ние поверхностей разрыва плотности представ-
ляет собой полезную информацию. Например, 
в задачах зондирования такие сведения весьма 
существенны. В частности, для рентгеновской 
томографии эта информация является основ-
ной. Отметим, что тематика поиска неизвестных 
границ довольно обширна и относится к разным 
областям математики. Вероятно, такой первой 
постановкой является известная задача Стефана.

Отметим,что для преобразования Радона 
случаи четных и нечетных размерностей раз-
личаются довольно значительно. В этой работе 
результаты для четной и нечетной размерностей 
также различаются и по форме, и по методам ис-
следования.

Приведем следующие два утверждения вспо-
могательного характера, имеющих и самосто-
ятельное значение как элементы качественной 
теории преобразований Радона.

Лемма 1. если λ( )y M∈  , то для любого век-
тора ω ∈ Ω'  преобразование Радона [ ]( , )R pλ ω  не-
прерывно по p .

Лемма 2. Для λ( )y M∈  и для функции F x y( , ),  
имеющей непрерывные и ограниченные част-
ные производные первого порядка по yi  спра-
ведливо равенство 

 
Ω∫ ∫[ ]( )

( ) ( )
−

≠ ∈V x d
F x y y

y x
dy x G

G
λ ω ω β

λ
β, =

,
, 0, .1 1  (2)

Отметим, что лемма 1 является новым резуль-
татом для преобразования Радона. что касается 
леммы 2, то формула (2) приводится, например в 
[7], но для F x y( , ) = 1  и бесконечно дифференци-
руемой функции λ( )y  .

Переходя к изложению основных результа-
тов, сначала приведем утверждение о классиче-
ском преобразовании Радона.

Теорема 1. Пусть λ ∈ M , n m= 2 1+ . Тогда 
справедливо равенство: 

 
∆

Ωx
m

m m

R x x d

x x G

( ) [ ] ⋅( )

= −( ) ( ) ( ) ∉ ∂

∫ λ ω ω

π λ

, =

1 2 2 , .
2

0

 (3)

Формула (3) отличается от формулы обраще-
ния в [2] только тем, что она справедлива не для 
всех, а для почти всех точек в En , что несколько 
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снижает ее ценность. Однако в [2] требуется при-
надлежность функции λ( )y  пространству C En

1( ),  
а в нашей работе допускаются и разрывные 
функции. Такой результат стал возможен за счет 
введения нового определения псевдовыпуклого 
множества. Можно надеяться, что формула (3) 
послужит основанием для новых алгоритмов в 
теории зондирования, где разрывные характе-
ристики являются естественными.

Далее будем рассматривать обобщенное пре-
образование Радона.

Введем дополнительные ограничения на 
множество функций F  и образуем класс функ-
ций Q . Именно, F Q∈ , если F x x( , ) 0≠ , x G∈  
и функция F x y( , )  в G G×  имеет непрерывные 
и ограниченные частные производные по xi  до 
порядка n  включительно, а по переменным yi  
до первого порядка, i n= 1,..., . Везде далее пред-
полагаем, что F Q∈ , λ ∈ M .

Сначала рассмотрим случай нечетного n , т.е. 
n m= 2 1+  и определим следующую функцию

 Ind x V x x d x Gx
m

1 0= , , .( ) ( ) [ ] ⋅( ) ∈∫∆
Ω
λ ω ω  (4)

Теорема 2. Пусть n m= 2 1+ . Тогда верно  
равенство 

 
Ind x F x x x x

x G

1 2

2 0

= , ,

0, .

( ) ( ) ( ) + ( )
≠ ∈

β λ

β

Φ
 (5)

где Φ( )x , x G∈ , – непрерывная и ограниченная 
функция.

Для n m= 2  определим следующую функцию

 
Ind x V x x d

x G

x x
m

2
1

0

= , ,

.

( ) ∇ ( ) [ ] ⋅( )

∈

−
∫∆
Ω
λ ω ω

 (6)

Теорема 3. Пусть n m= 2 , Z G G∈ ∂ ∂0 \  – 
контактная точка. Тогда функция Ind x2( )  
ограничена на любом непустом множе-
стве { : , ( , ) > > 0}0 0x x G x G∈ ∂ρ ε , а для точек 
x G x Z∈ →0, , Ind x2( )→ +∞ , если [ ( )] 0,λ Z j k ≠ .

Как видно из равенства (5), при n m= 2 1+  
функция Ind x1( )  является разрывной толь-
ко в точках z  поверхности ∂ ∂G G0 \ , если 
[ ( )] 0,λ z j k ≠ . При n m= 2  из равенства (6) сле-
дует, что функция Ind x2( )  неограничена только 
вблизи точек Z  поверхности ∂ ∂G G0 \  при ус-
ловии, если [ ( )] 0,λ Z j k ≠ . Эти свойства функций 
Ind x Ind x1 2( ), ( )  позволяют назвать их индикато-
рами неоднородности, поскольку при условии 
ненулевого разрыва функции λ( )y  на множестве 

∂ ∂G G0 \ , они обеспечивают единственность ре-
шения поставленной задачи.

В заключение отметим, что простой и явный 
вид индикаторов Ind x Ind x1 2( ), ( )  открывает воз-
можности построения алгоритмов решения по-
ставленной задачи.
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This paper is devoted to some questions of inversion for the classical and generalized integral Radon transform. 
The main question is to determine information about the integrand functions if the values of some integrals 
are known. A feature of the work of the authors of this message is an analysis of the case when the function is 
integrated according to hyperplanes in finite-dimensional Euclidean space, and the integrands depend not only 
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1. ВВеДеНИе  
И ФОРМУЛИРОВКа РеЗУЛЬТаТОВ

В работе рассматривается двумерная система 
уравнений Навье–Стокса 

 
∂ + ∇( ) + ∇ + +t

t

u u u p u u g

u u u

, = ,

= 0, | = ,=0 0

µ ν∆

div
 (1)

где u  и p  – неизвестные поля скоростей и дав-
ления соответственно, ν > 0  – кинематическая 
вязкость, µ ≥ 0  – коэффициент, характери-
зующий экмановское трение (которое играет 
важную роль в моделях геофизической гидро-
динамики), g  – заданное поле внешних сил. 
Мы будем рассматривать три случая. Случай 1:  

задача (1) в ограниченной области Ω  с гладкой 
границей. Фазовое пространство H  в этом слу-
чае совпадает с подпространством L2( )Ω , состоя-
щим из бездивергентных векторных полей, нор-
мальная компонента которых на границе равна 
нулю. Случай 2: периодические граничные ус-
ловия. Здесь H  – подпространство L2 2(( , ) )−π π , 
состоящее из бездивергентных векторных полей 
с нулевым средним. В этом случае для диссипа-
тивности задачи также требуется, чтобы внеш-
ние силы обладали нулевым средним. Случай 3: 
задача (1) на всей плоскости Ω = 2R . В этом слу-
чае H  совпадает с подпространством L2 2( )R , со-
стоящим из бездивергентных векторных полей, 
а для диссипативности задачи нужно предполо-
жить, что µ > 0 . 

Известно, что, во всех трёх случаях, задача 
(1) с условием g L∈ 2( )Ω  корректно поставлена в 
фазовом пространстве H , порождает в нём дис-
сипативную полугруппу, которая обладает в нём 
глобальным аттрактором A  конечной фракталь-
ной размерности, см. [1, 2, 3, 4] и цитированную 
там литературу. 

Напомним также, что конечномерность дина-
мики, порождаемой системой (1) на аттракторе 
(то есть возможность её эффективного описания 
при помощи конечного числа параметров) явля-
ется одним из ключевых предсказаний теории 
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турбулентности а. Н. Колмогорова, а фракталь-
ная размерность аттрактора часто интерпрети-
руется как математически строгое определение 
для числа степеней свободы редуцированной 
конечномерной динамики. Это объясняет важ-
ность получения разумных оценок этой размер-
ности сверху и снизу, а также постоянный инте-
рес научного сообщества к данной проблеме на 
протяжении последних 50-ти лет, см. [1, 2, 5] и 
цитируемую там литературу. 

Наиболее изучен случай уравнений (1) на 
торе � = ( , )2−� � , в котором получены логариф-
мически точные двусторонние оценки размер-
ности аттрактора, которые согласуются с пред-
сказаниями теории Колмогорова. а именно, в 
случае µ = 0 , справедливы следующие оценки: 

 f

f

CG G

cG

dim ln

dim

A H

A H

, 1 ,

, ,

2/3 1/3

2/3

( ) ≤ +( )

( ) ≥
 (2)

где G
g

L:=
| | 2

2

� � �

�
 – так называемое число 

Грасгофа, а C  и c  – некоторые абсолютные кон-
станты. Как обычно, оценка сверху верна для 
всех возможных выборов ν > 0  и g ∈ H , а соот-
ветствующая оценка снизу справедлива только 
для некоторых специально построенных внеш-
них сил g , см. [6]. В случае ненулевого экманов-
ского трения, безразмерным аналогом числа 

Грасгофа является величина G L
1

2
2

3
:=
� �curlg

µ ν
, а  

соответствующие оценки размерности приобре-
тают следующий вид: 

 f fC G c Gdim dimA H A H, , , ,1 1 1 1( ) ≤ ( ) ≥  (3)

где C1  и c1  – некоторые новые абсолютные кон-
станты, см. [3]. 

В непериодическом случае размерность ат-
трактора изучена гораздо хуже. Так, в случае 
всей плоскости Ω = 2R  и ненулевого экманов-
ского трения, справедлива такая же оценка (3) 
сверху, как и для тора (см. [4]), однако, никаких 
разумных оценок снизу известно не было.

Также заметим, что в наиболее же физиче-
ски важном случае ограниченной области с 
условиями Дирихле для стандартной системы  
Навье–Стокса (т.е. с µ = 0 ) известна лишь 
оценка сверху [2] 

 f C Gdim A H, ,0( ) ≤  (4)

которая, видимо, является слишком грубой, хотя 
на сегодняшний день здесь также не было из-
вестно ни одной оценки снизу. 

Основная проблема с оценками снизу за-
ключается в сложности нахождения положений 
равновесия системы Навье–Стокса с большим 
индексом неустойчивости (даже если разрешено 
произвольно менять правую часть). Фактически 
все известные оценки снизу размерности аттрак-
торов в гидродинамике базируются на результа-
тах фундаментальной работы [7] об оценках ин-
декса неустойчивости течений Колмогорова и 
различных их обобщений. Так как аналоги тече-
ний Колмогорова в непериодическом случае не 
были известны, то и соответствующая техника 
оценок снизу также не была разработана. 

В настоящей работе представлена новая уни-
версальная схема построения таких положений 
равновесия, которая не использует течения Кол-
могорова, а базируется на сложении большого 
числа неустойчивых локализованных вихрей, 
расположенных на достаточно большом рассто-
янии друг от друга. В этом случае естественно 
ожидать (и можно доказать), что индекс неу-
стойчивости такого мульти-вихря равен сумме 
индексов неустойчивости вихрей, участвовав-
ших в его построении, что и даёт желаемое по-
ложение равновесия с большим индексом неу-
стойчивости (если известно существование хотя 
бы одного неустойчивого вихря). Преимущество 
этого метода заключается в его нечувствитель-
ности к геометрии области и выбору граничных 
условий: он работает схожим образом как на 
торе (где воспроизводит известные результаты), 
так и в случае ограниченной области или всей 
плоскости, где позволяет получать существенно 
новые результаты. Отметим также его приме-
нимость к другим классам уравнений гидроди-
намики, включая трёхмерный случай, который 
будет рассмотрен в последующих работах. 

Основным результатом данной работы явля-
ется следующая теорема.

Теорема 1. В случае ограниченной области 
Ω ⊂ R2  с гладкой границей и отсутствием экма-
новского трения (µ = 0 ) (т.е. для классической 
двумерной системы Навье–Стокса) существует 
семейство g g= ν  гладких правых частей уравне-
ния (1), зависящее от параметра 0 < 1ν � , такое 
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что фрактальная размерность соответствующе-
го аттрактора допускает оценку 

 f c Gdim A H, 0
2/3( ) ≥  (5)

для некоторой абсолютной константы c0 . анало-
гично, в случае Ω = 2R  и наличия экмановского 
трения, существует двупараметрическое семей-
ство гладких правых частей g g= ,� � , 0 < , 1� � ≤ ,  
� �� , таких что фрактальная размерность ат-
трактора допускает оценку 

 f c Gdim A H, 0 1( ) ≥ ′  (6)

для некоторой абсолютной константы c ′0 . 

Таким образом, в случае Ω = 2R , данный ре-
зультат подтверждает точность оценки сверху ат-
трактора, полученную ранее в работе [4]. В слу-
чае же уравнения в ограниченной области, всё 
ещё имеется существенный зазор между класси-
ческой оценкой сверху (4) и новой оценкой сни-
зу (5), которая формально совпадает с известной 
ранее оценкой снизу для тора.

2. СХеМа ДОКаЗаТеЛЬСТВа

Заметимпрежде всего, что оба числа G  и G1  
являются безразмерными и потому не меняются 
при перенормировках зависимых и независимых 
переменных. Так как такими перенормировка-
ми можно свести общий случай без экманов-
ского трения, к частному случаю ν = 1 , а случай 
ненулевого µ > 0  к частному случаю � �= = 1 , 
то достаточно построить семейства правых ча-
стей для этих двух частных случаев. При такой 
перенормировке изначальная область Ω  пере-
ходит в Ω ΩL L= , где L L= ( , )� �  большой пара-
метр, который стремится к бесконечности, когда 
� �, 0→  (в первом случае L = 1/2ν− , а во втором 
L = /1/2 1/2� � , что и приводит к дополнитель-
ному условию � �� , присутствующему также 
в работе [3]). Таким образом задача сводится к 
случаю большой области ΩL  (со значениями па-
раметров либо ν = 1 , µ = 0 , либо � �= = 1 ). При 
этом мы будем выражать размерность аттракто-
ра, а также значения величин G  или G1  в терми-
нах большого параметра L , что и даст нам необ-
ходимые оценки снизу. 

Далее, так как аттрактор всегда содержит не-
устойчивые многообразия положений равнове-
сия, а размерность такого многообразия равна 
его индексу неустойчивости (то есть числу соб-
ственных значений с положительной веществен-

ной частью генератора линеаризованной на этом 
положении равновесия системы), то задача ли-
неаризуется и сводится к нахождению гладкого 
положения равновесия U U x= ( ) ∈ H  уравнения 
(1) такого, чтобы линейная спектральная задача 

 U v v U p v v v, , = , = 0∇( ) + ∇( ) + ∇ − −( )ν λ µ∆ div  (7)

имела бы как можно больше решений, соответ-
ствующим значениям спектрального параметра 
с положительной вещественной частью, см., на-
пример, [1, 2]. Нетрудно показать также, что во 
всех рассматриваемых случаях, положительная 
часть спектра состоит из изолированных соб-
ственных значений конечной кратности. Более 
того, с этого момента достаточно ограничиться 
случаем ν = 1 , µ = 0  и поставить дополнитель-
ное условие Reλ > 1. 

Ключевым для дальнейшего является суще-
ствование гладкого локализованного поля ско-
ростей U x0( ) , для которого спектральная задача 
(7) на всей плоскости Ω = 2R  имеет хотя бы одно 
нетривиальное решение v x0( )  с ν = 1  и µ = 0  
при некотором λ0 ∈ C  с Reλ0 > 0. Такое решение 
было недавно построено в работах М. М. Виши-
ка [8], см. также [9]. Более того, это поле ско-
ростей было найдено в виде полностью лока-
лизованного радиально симметричного вихря: 
U x x0 0( ) = (| |)∇⊥Ψ , где Ψ0 0 ([0, ))∈ ∞∞C  – соот-
ветствующая функция тока. По заданному полю 
скоростей U0  мы затем строим правую часть g0  
так, чтобы поле U0  являлось положением рав-
новесия для системы (1) с правой частью g0 . 
Учитывая тот факт, что нелинейность ( , )0 0U U∇  
является градиентной, мы можем фиксировать 
g0 ∈ H  по формуле 

g U U0 0 0= .� �− �

Важно, что g0  остаётся гладкой и полностью ло-
кализованной по x . 

Ключевой идеей нашего метода является по-
строение мульти-вихря U  из модельного вихря 
U0 . Для этого мы фиксируем набор � := { } =1�k k

N ,  
�k L∈ � /2  координат центров элементарных 
вихрей U x U x

k kξ ξ( ) := ( )0 − . Предполагается, что 
эти вихри расположены достаточно далеко друг 
от друга: 

ξ ξi j M i j− ≥ ≠0, ,

где M0  достаточно большое фиксированное 
число, которое не зависит от L � 1 . Более того, 
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расстояние от каждого такого вихря до границы 
∂ΩL  не меньше L 2 1� , что делает влияние гра-
ницы и граничных условий несущественными. 
Отметим, что максимальное число N  точек в та-
кой системе пропорционально ( )0

2L M . Рассмот-
рим мульти-вихрь 

 U x U x U x
k

N

k
( ) ( ) ( )∑= := ,

=1� �  (8)

который является положением равновесия си-
стемы (1) с правой частью 

 g x g x g x g x g x
k

N

k k k( ) = ( ) := ( ), ( ) := ( )
=1 0� ∑ −� � �  (9)

и спектральную задачу (7), соответствую-
щую мульти-вихрю Uξ . Пусть v0  – собствен-
ная функция этой задачи с модельным вихрем 
U0  и собственным значением λ0 , Reλ0 > 1, а 
v x v x

k kξ ξ( ) := ( )0 −  её пространственные сдвиги. 
Тогда можно показать, что при достаточно боль-
ших L  и M0  функции 

 k

N
k k ka v a

=1
,∑ ∈ξ R  (10)

являются собственными функциями мульти- 
вихря UΞ  с точностью до малых поправок. На-
помним, что, в отличие от U0 , собственная функ-
ция v0  не является полностью локализованной 
(хоть и убывают при | |x → ∞  как | | 3x − ), потому 
v

kξ
 с разными k  все таки слабо взаимодейству-

ют друг с другом, что и приводит к появлению 
малых поправок. В случае ограниченной обла-
сти, собственные функции v

kξ
 не удовлетворя-

ют, вообще говоря, граничным условиям, что 
приводит к появлению малых поправок другого 
типа, которые также нужно контролировать. 

Применяя методы теории возмущения для 
мульти-солитонных структур, разработанные 
в [10], к данной спектральной задаче, мы дока-
зали, что почти собственные функции (10), по-
рождают как минимум N  точных собственных 
функций, отвечающим собственным значениям 
λk , которые близки к λ0 , если параметры M0  и 
L  достаточно велики. В свою очередь, это озна-
чает, что индекс неустойчивости рассматривае-
мого мульти-вихря не меньше N , что приводит 
к искомой оценке 

 f N L M cLdim A H, = .0
2 2( ) ≥ ( )∼  (11)

Строгое доказательство существования упомя-
нутых выше точных собственных функций для 
мульти-вихря весьма нетривиально и достаточ-

но сложно технически, поэтому будет изложено 
в другой статье. Основная трудность этого дока-
зательства связана с тем, что в отличие от обще-
го случая, разобранного в [10], в нашем случае 
имеется дополнительная и весьма сильная нело-
кальная связь между функциями v

kξ
 с разными 

k , обусловленная наличием давления, которая 
не позволяет автоматически использовать ре-
зультаты [10] и требует существенных дополни-
тельных усилий. 

После получения оценки (11) уже несложно 
завершить доказательство основной теоремы. 
Действительно, так как правая часть g0  полно-
стью локализованная функция, то для перенор-
мированной задачи в области ΩL : 

 g g L L G L G L
L L LΞ Ξ Ω2 2

2 3
1

2, , , ,∼ ∼ ∼ ∼ ∼curl  (12)

что вместе с (11) даёт 

f fG Gdim dimA H A H, ,2/3
1( ) ( )∼ ∼или

и завершает доказательство теоремы. 

Отметим в заключение, что ни радиальная 
симметричность модельного решения U0 , ни его 
полная локализация в пространстве не являют-
ся существенными для предложенного метода. 
Для его применимости необходимо найти лишь 
одно экспоненциально неустойчивое положение 
равновесия, достаточно быстро убывающее при 
| |x → ∞ .
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В статье рассмотрено применение методов машинного обучения для оптимального управления ресур-
сами сетевой вычислительной инфраструктурой – вычислительной инфраструктурой нового поколе-
ния. Рассмотрена связь между предлагаемой вычислительной инфраструктурой и концепцией GRID. 
Показано, как методы машинного обучения в управлении сетевой вычислительной инфраструктуре 
позволяют решить проблемы управления вычислительной инфраструктурой, которые не позволили 
реализовать концепцию GRID в полной мере. В качестве примера рассмотрено применение мето-
да многоагентной оптимизации в комбинации с методом машинного обучения с подкреплением для 
управления сетевыми ресурсами. Показано, что использование многоагентных методов машинного 
обучения позволяет повысить скорость распределения транспортных потоков и обеспечить опти-
мальную загрузку сетевых каналов вычислительной инфраструктуры по критерию равномерности 
распределения нагрузки и что такое управление сетевыми ресурсами эффективнее централизован-
ного подхода.
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1. ВВеДеНИе
Организация вычислений – одна из основ 

современной цивилизации. ее эффективность 
зависит от устройства вычислительной инфра-
структуры. Поэтому важно понимать основные 
тенденции и направление ее развития, основной 
движущей силой которой являются требования 
приложений пользователей. Под термином Вы-
числительная инфраструктура далее будем по-
нимать комплекс локальных вычислительных 
установок (центров обработки данных, высо-
копроизводительных вычислителей, серверных 
кластеров), связанных сетью передачи данных, 
у которого есть самостоятельные распределен-
ные контуры динамического управления/рас-
пределения вычислительной нагрузкой и дина-
мического управления потоками данных между 
компонентами комплекса. Вычислительная ин-

фраструктура должна обладать всеми свойства-
ми открытых систем и позволять неограничен-
но подключать к существующему комплексу 
вычислительных установок новые локации без 
остановки или нарушения функционирования 
существующего комплекса. Она должна отве-
чать всем требованиям безопасной обработки, 
передачи и хранения данных. Обеспечивать 
бесперебойный обмен данными как внутри су-
ществующего комплекса, так и с подключаемы-
ми внешними компонентами в соответствии с 
требованиями приложений. Взаимодействую-
щие компоненты такой вычислительной инфра-
структуры должны позволять их модернизацию 
без остановки ее функционирования.

В [1] представлен анализ широкого спектра 
приложений из различных прикладных обла-
стей таких, как умный город, умный дом, здра-
воохранение (особенно такие направления как 
телемедицина, хирургия), транспорт, сельское 
хозяйство, научные междисциплинарные ис-
следования. Отмечено, что все современные 
приложения чувствительны к времени отклика. 
Расстояние между точками обработки, хранения 
данных и получения результатов вычислений 
влияет на задержку транспортировки данных, 
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и неправильный выбор локальной вычисли-
тельной установки может нарушить требования 
приложения и даже блокировать его работу. Это 
означает, что допустимое расстояние между ме-
стом обработки данных (приложением или его 
компонентами) и их источником ограничено. 
еще один важный вывод, который был сделан в 
результате этого анализа, состоял в том, что при-
вязка приложений или их компонентов к опре-
деленным географических местам неэффектив-
на. Неэффективность проявляется, во-первых, 
в том, что ограничиваются мобильность как 
источника данных, так и потребителя результа-
та вычислений. Во-вторых, время нахождения 
запроса на вычисления в вычислительной ин-
фраструктуре (далее время заявки в системе), 
т.е. сумма времен на передачу данных к месту об-
работки, нахождение заявки на обработку дан-
ных в очереди, обработка данных (вычисления), 
передачу промежуточных результатов между 
компонентами приложения, которые могут вы-
полняться в разных местах, и время на доставку 
результата, может оказаться больше, чем время 
нахождения этой же заявки в системе, если бы 
вычислительная инфраструктура могла дина-
мически в ходе работы сама выбирать, где будет 
происходить обработка тех или иных данных. 
Этот вывод подтверждают результаты исследо-
вания [2]. Из практики хорошо известно, что в 
очереди к суперкомпьютеру задача может про-
стоять несколько дней. В то же время эта же за-
дача могла бы быть выполнена в облачной среде 
близлежащего центра обработки данных. Время 
выполнения в облачной среде наверняка будет 
больше, чем время выполнения в среде супер-
компьютера, но по критерию время нахождения 
заявки в очереди облачная среда может оказать-
ся эффективнее. Сказанное позволяет говорить 
о том, что управлять распределением приложе-
ний в вычислительной инфраструктуре, потока-
ми данных должна вычислительная инфраструк-
тура, а не пользователь.

Как уже было отмечено, основной движущей 
силой развития инфраструктуры для вычис-
лений, ее операционной среды, языков про-
граммирования и инструментов всегда были 
потребности приложений. Именно потребно-
сти приложений, а не возможности аппаратных 
средств, инженерии программирования, базо-
вого программного обеспечения. Набор свойств 
современных приложений [3] включает в себя: 
распределенность, самодостаточность, режим 
реального времени, эластичность, кроссплат-
форменность и другие. Описания этих терминов 

можно найти в [3]. Для облегчения понимания 
дальнейшего поясним термин самодостаточ-
ность, который определен в [3] как: “прило-
жение уже не представляется только кодом и 
исходными данными, оно сопровождается опи-
санием структуры приложения, взаимосвязи 
его компонентов (далее сервисов приложений), 
заданием требуемого уровня их производитель-
ности/времени реакции, явно сформулиро-
ванными требованиями к вычислительным и 
сетевым ресурсам, ресурсам хранения данных 
и доступу к ним,  предполагаемых временных 
ограничений на время вычислений и передачу 
данных в виде соглашения об уровне обслужи-
вания (Service Level Agreement – далее SLA), 
процедуры запуска приложений. Для таких опи-
саний сейчас активно развиваются специаль-
ные языки.  Ярким примером прообраза такого 
языка может служить язык TOSCA [4] (далее та-
кое описание будет называться Спецификацией 
Функционирования Приложения (Application 
Operation Specification – AOS))”.

Приложение со свойствами, сформулирован-
ном выше, предъявляет следующие требования 
к вычислительной инфраструктуре [3]: детер-
минированность поведения, безопасность, до-
ступность, надежность и отказоустойчивость, 
эффективность и справедливость при распре-
делении ресурсов, повсеместная виртуализа-
ция всех видов ресурсов, масштабируемость, 
бессерверность. Детерминированность поведе-
ния – это возможность заранее прогнозировать 
количественные параметры функционирования 
такие, как время исполнения, задержка на пе-
редачу данных. Бессерверная технология в [3] 
трактовалась, следуя [5], следующим образом: 
“инфраструктура должна автоматически разме-
щать компоненты приложения таким образом, 
чтобы они могли взаимодействовать в соответ-
ствии с требованиями SLA приложения и так, 
чтобы гарантировать экономное использование 
ресурсов инфраструктуры”.

чтобы вычислительная инфраструктура  
могла соответствовать требованиям эффек-
тивности и детерминированности и служить 
вычислительной инфраструктурой для прило-
жений в вышесказанном смысле, ее функцио-
нирование должно соответствовать таким тре-
бованиям, как: “ 

• предсказуемость времени выполнения 
компонентов приложения и времени их взаимо-
действия (передачи данных) согласно AOS; 

• наличие методов оценки времени выпол-
нения компонентов приложения, инвариантных 
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к архитектуре вычислителей, входящих в состав 
сетевой вычислительной инфраструктуры; 

• детерминированность характеристик пе-
редачи данных между компонентами приложе-
ния по оверлейным каналам (далее Quality of 
Service – QoS канала); 

• надежная изоляция контура управления 
и контура передачи данных (далее просто кон-
тура данных) в сети передачи данных (СПД) 
вычислительной инфраструктуры от ошибок в 
сетевом оборудовании, а также изоляция пото-
ков данных от вредоносных воздействий на этих 
контурах”. [3] 

Для обеспечения детерминированности па-
раметров передачи данных между компонента-
ми приложения необходимо: “ 

• устанавливать и гарантировать диапазоны  
изменения сквозной задержки и джиттера в СПД; 

• гарантировать вероятность потери пакетов 
в СПД на уровне, соответствующем SLA прило-
жения; 

• сделать оперативно управляемым исполь-
зование доступной пропускной способности ка-
налов СПД; 

• исключить непредсказуемые задержки при 
передаче данных, вызванные задержкой пакетов 
из-за отказа в соединении, повторной передачи, 
обратной связи по перегрузке, использования 
широковещательной рассылки и т.д.” [3] 

Вычислительную инфраструктуру, удовлет-
воряющую перечисленным выше требованиям, 
мы будем называть сетевой вычислительной ин-
фраструктурой (Network Powered by Computing, 
далее NPC).

Рассматривая ретроспективу развития вычис-
лительной инфраструктуры следует признать, что 
концепция GRID вычислительной инфраструк-
туры, предложенной Яном Фостером и Карлом 
Кессельманом в 1999 году [6], наиболее соответ-
ствует сформулированным выше требованиям. 
Вот как сами авторы определяют основные свой-
ства GRID инфраструктуры (цитируется по [7] ):

1. “Координирует ресурсы, которые не под-
лежат централизованному контролю... (Grid 
объединяет и координирует ресурсы и пользо-
вателей, которые живут в разных доменах управ-
ления – например, рабочий стол пользователя 
или центральный компьютер; разные админи-
стративные подразделения одной и той же ком-
пании; или разных компаний; и решает вопросы 

безопасности, политики, оплаты, членства и т.д., 
которые возникают в этих условиях. В против-
ном случае мы имеем дело с локальной системой 
управления.) 

2. Использует стандартные, открытые про-
токолы и интерфейсы общего назначения... 
(GRID построен из многоцелевых протоколов 
и интерфейсов, которые решают такие фунда-
ментальные проблемы, как аутентификация, 
авторизация, обнаружение ресурсов и доступ к 
ресурсам. ... [Это] важно, чтобы эти протоколы и 
интерфейсы были стандартными и открытыми. 
В противном случае мы имеем дело с системой, 
специфичной для приложения.) 

3. Предоставляет нетривиальные качества 
обслуживания. (GRID позволяет скоординиро-
ванно использовать составляющие его ресурсы 
для предоставления услуг различного качества, 
касающихся, например, времени отклика, про-
пускной способности, доступности и безопас-
ности и/или совместного размещения несколь-
ких типов ресурсов для удовлетворения сложных 
требований пользователей, поэтому полезность 
объединенной системы значительно больше, 
чем полезность суммы ее частей”. 

Однако, по мнению авторов статьи [7], ни одна 
из многочисленных попыток реализовать кон-
цепцию GRID до сих пор не увенчалась успехом. 
Ни одна из перечисленных в этой работе инфра-
структур не удовлетворила сформулированные 
выше требования, не позволила автоматически 
минимизировать время выполнения приложе-
ния в вычислительной инфраструктуре с учетом 
его временных ограничений за счет эффектив-
ного автоматического управления распределени-
ем вычислительной нагрузки между доступными 
вычислителями, “нетривиального качества об-
служивания”, эффективного управления пере-
дачей данных между компонентами приложения, 
возможности неограниченного наращивания 
вычислительных ресурсов по требованию [7].

Связано это с тем, что производительность 
вычислительной техники, доступная скорость 
передачи данных и доступные математические 
методы управления ресурсами вычислительной 
инфраструктуры в начале 2000-х были недоста-
точны для достижения этих свойств. Однако, 
согласно [8], производительность серверов c 
2014 по 2024 возросла примерно в 7 раз, произ-
водительность супервычислителей выросла на 4 
порядка [9], а максимальная скорость передачи 
данных за этот же период возросла с нескольких 
Tbps до 1.1 Pbps [10].
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Эти достижения стимулировали прорыв в ма-
тематических методах оптимизации на основе 
машинного обучения. Дело в том, что, принимая 
во внимание отмеченные выше скорости вычис-
лений и передачи данных и то, что сетевые серви-
сы и компоненты приложений легко масштаби-
руются и работают в режиме реального времени, 
в NPC для оптимизации управления ресурсами, 
потоками данных и вычислениями требуются 
алгоритмы с низкой временной сложностью, т.к. 
временные задержки на принятие решений ста-
новятся критическими для эффективного функ-
ционирования инфраструктуры. Классические 
методы оптимизации [11] для этого не подходят, 
т.к. предполагают централизованное принятие 
решения, когда проводится централизованно 
комбинаторный поиск вариантов решения по 
чётко определенному (детерминированному) 
алгоритму, позволяющему найти наилучшее ре-
шение проблемы. Такой подход кроме вычисли-
тельной сложности требует больших накладных 
расходов на сбор, обработку и передачу данных 
между компонентами вычислительной инфра-
структуры. В этих условиях предпочтительнее 
становятся методы распределенной, мультиа-
гентной оптимизации (МаО). В мультиагент-
ных методах решение задачи получается в ходе 
самоорганизации распределенного множества 
алгоритмов-агентов, способных к конкуренции 
и/или к кооперации, и имеющих собственные 
критерии, предпочтения и ограничения. Реше-
ние считается найденным, когда в ходе своих не-
детерминированных взаимодействий агенты до-
стигают неулучшаемого консенсуса (временного 
равновесия или баланса интересов), который и 
принимается за решение задачи.

Развитие методов МаО существенно сти-
мулировали достижения за указанный пери-
од времени в области математических методов 
распределенной оптимизации, позволяющие  
сократить число обменов и объем передаваемых 
данных при распределенной оптимизации в от-
дельных случаях до 240 раз, а в среднем – до 4–5 
раз [12, 13].

Идея тензорного поезда [14] в случае d-мер-
ных массивов, обладающих специальной струк-
турой, позволила снизить требования к объему 
памяти для их хранения с экспоненциальных, 
т.е. O N d( )  ячеек памяти, до почти линейных, 
т.е. O d N r( )2∗ ∗ , где r  – максимальный из ран-
гов тензорного поезда. При этом вычислитель-
ная сложность построения функционально-по-
рожденных тензоров тензорного поезда всего 

лишь за O d N r( )3∗ ∗  вычислений их элементов. 
Идеи тензорных разложений нашли ряд приме-
нений в задачах со сжатием нейросетевых моде-
лей, где позволили сократить требования к па-
мяти в десятки раз без существенных потерь в 
качестве их работы [15, 16]. В настоящее время 
за рубежом появляется интерес к пробным реа-
лизациям данных алгоритмов на реальных чипах 
[17], призванных решать задачи искусственного 
интеллекта.

Методы машинного обучения, идеи тензор-
ных разложений нашли применение в задачах, 
связанных с методами оценки ожидаемого вре-
мени выполнения программ, инвариантных к 
особенностям архитектуры вычислителя [3]. 
Задача предсказания состоит в том, чтобы спро-
гнозировать ожидаемое время работы програм-
мы на вычислителе, на котором эта программа с 
определенным набором параметров до этого не 
выполнялась. Эти методы можно использовать 
для задач оптимального распределения компо-
нентов приложения между вычислительными 
узлами, оптимального распределения потоков 
данных между наложенными каналами.

Ниже мы кратко рассмотрим основные поло-
жения архитектуры новой вычислительной ин-
фраструктуры NPC и методы управления ею. В 
этой статье в качестве примера применения ма-
тематических методов распределённого машин-
ного обучения мы рассмотрим задачу управ-
ления потоками передаваемых данных (далее 
сетевым трафиком) в NPC, суть которой состоит 
в распределении трафика по каналам сети пере-
дачи данных так, чтобы не вызывать перегрузки 
и минимизировать задержки при передаче. Глав-
ной причиной выбора этой задачи в качестве 
примера является то, что её решение есть комби-
нация метода распределенной мультиагентной 
оптимизации и методов машинного обучения 
с подкреплением. Такая комбинация позволя-
ет принимать решения по управлению быстрее 
по сравнению с централизованным подходом за 
счет распределенности агентов и подстраиваться 
в динамике под состояние сетевой вычислитель-
ной инфраструктуры за счет обучения с подкре-
плением.

2. СеТеВаЯ ВЫчИСЛИТеЛЬНаЯ 
ИНФРаСТРУКТУРа

Функциональная архитектура NPC (рис. 4) 
была представлена в [3]. Основу построения 
NPC составляют технологии программно-кон-
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фигурируемых сетей (SDN) и виртуализации 
сетевых функций (NFV) [18]. Кратко опишем 
ее организацию, основанную на федеративном 
принципе [6]. В ведении каждого федерата на-
ходится определенное количество вычислитель-
ных ресурсов, телекоммуникационных ресурсов 
и ресурсов хранения данных. Управление пе-
речисленными ресурсами в NPC организовано 
в виде нескольких контуров: контур приложе-
ния, сервисов приложений и сетевых функций 
(ASNF), контур управления инфраструктурой 
NPC (NPCIC), контур вычислительных, сетевых 
ресурсов и ресурсов хранения данных (NPCRL), 
контур оркестрации, администрирования и 
управления (OAM).

Контур ASNF является распределенным и от-
вечает за представление приложения: его код и 
его данные, спецификацию работы приложения 
(AOS), представление сервисов приложения и 
виртуализированных сетевых функций VNF, не-
обходимых для работы приложения, специфи-
кацию сети передачи данных между компонен-
тами приложения. Спецификация сети должна 
включать топологию сети передачи данных меж-
ду компонентами приложения, требования к 
качеству обслуживания каналов (QoS), которые 
должны включать такие характеристики, как до-
ступная пропускная способность, допустимая 
задержка, допустимая вероятность потери паке-

тов, допустимый диапазон изменения джиттера. 
На основе этой информации и SLA для прило-
жения в целом контур ASNF рассчитывает SLA 
для каждого сервиса приложения, входящего в 
его AOS спецификацию.

Контур NPCIC также является распределен-
ным. его компоненты, координируя свои дей-
ствия, обеспечивают планирование и назначе-
ние компонентам приложения ресурсов NPC в 
соответствии с AOS спецификацией и прогно-
зируемым временем для вычислений и передачи 
данных, соблюдая требования приложения SLA 
на основе текущего состояния ресурсов. Для 
обеспечения взаимодействия компонентов при-
ложения контур NPCIC создает и поддерживает 
наложенную сеть между надлежащими вычис-
лительными локациями в NPC, где были разме-
щены компоненты приложения в соответствии 
с AOS спецификацией. Именно в этом контуре 
определяется, какие VNF потребуются и где в 
сети передачи данных.

Контур NPCRL отвечает за унифициро-
ванное представление состояния разнородных 
ресурсов NPC и мониторинг их текущего со-
стояния, и прогнозирование их состояния на 
ближайшее время. Прогнозирование является 
краеугольным камнем, позволяющим сделать 
поведение NPC предсказуемым.

Рис. 1. Функциональная архитектура NPC.
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Контур OAM организует согласованное вза-
имодействие компонентов приложения в соот-
ветствии с AOS, собирает данные о потреблении 
ресурсов для каждого компонента приложения, 
обеспечивает управление безопасностью и ад-
министрирование NPC.

В представленной архитектуре есть важ-
ный для дальнейшего изложения компонент  – 
устройство, ответственное за объединение ре-
сурсов обработки данных, сети передачи данных 
и внешних источников запросов на вычисли-
тельные услуги. Назовем такое устройство NPC 
маршрутизатором (NPCR, изображен на рис. 4 
справа от DC/Edge). NPCR доступно несколько 
наложенных каналов – каналов, состоящих из 
физических линий передачи данных, возможно, 
разной природы: каоксиал, витая пара, оптиче-
ская линия, радиоканал. Из-за разной природы 
наложенные каналы предоставляют разное ка-
чество сервиса, поэтому лишь некоторые из них 
могут быть использованы для передачи данных 
до определенной точки назначения с соблюде-
нием требований SLA.

NPCR выполняет функции сразу несколько 
устройств – диспетчер потока задач в среде NPC, 
маршрутизатор трафика и задач в среде NPC, 
VPN шлюз для вычислительных мощностей, на-
ходящихся за ним (на рис. 4 они обозначены как 
DC/Edge), CPE устройство для вычислительных 
мощностей, находящихся за ним, и предостав-
ляет следующую функциональность: 

1. Распределение сервисов приложения (AS) / 
виртуальных сетевых функций (VNF) между вы-
числительными узлами (ВУ) контура NPCRL; 

2. Принятие решения: стоит выполнять опре-
деленный AS/VNF на ВУ, подсоединенном к 
этому NPCR или нет; 

3. Перенаправление AS / VNF, которые не 
были приняты для выполнения на текущем ВУ, 
на другие NPCR, чьи вычислительные ресурсы 
будут предпочтительнее с точки зрения эффек-
тивности выполнения приложения как единого 
целого или сбалансированности загрузки ресур-
сов NPC среды; 

4. Оптимальная маршрутизация трафика как 
между сервисами приложения, так и между VNF, 
используемых конкретным приложением; 

5. Обеспечение требуемого SLA для транс-
портного соединения. 

Некоторые из NPCR являются точками до-
ступа к ресурсам среды NPC для внешних источ-

ников данных и приложений. Далее мы рассмо-
трим алгоритмы функционирования NPCR, 
обеспечивающие эффективное распределение 
потоков данных между доступными каналам и 
передачи данных в соответствии с требованиями 
AOS спецификации.

3. УПРаВЛеНИе СеТеВЫМ ТРаФИКОМ 
ПРИ ПОМОЩИ МеТОДОВ ОБУчеНИЯ  

С ПОДКРеПЛеНИеМ
Последние статьи [19, 20, 21] по методам ба-

лансировки нагрузки показали, что основное 
внимание сейчас уделяется методам машинного 
обучения, особенно многоагентному обучению 
с подкреплением (MARL). Как уже было отме-
чено, масштабы и скорость передачи данных в 
современных сети не позволяют получить опти-
мальное по скорости и точности балансировки 
трафика решение классическими математиче-
скими методами. Вот почему исследования про-
должают фокусироваться на методах машинного 
обучения. Существует три подхода к мультиа-
гентной оптимизации: централизованный, де-
централизованный с взаимодействием между 
агентами и полностью децентрализованный. Во 
всех этих подходах предполагается, что агенты 
формируют свое локальное состояние на основе 
наблюдений за окружающей средой. Однако по-
ведение агентов в этих подходах различно: 

• централизованный подход предполагает 
наличие в среде одного объекта (центр управ-
ления), который координирует работу каждого 
агента. Этот центр управления собирает данные 
о локальных состояниях от всех агентов и опре-
деляет действия для каждого из них на основе 
решения задачи оптимизации; 

• децентрализованный подход с взаимодей-
ствием между агентами (или просто децентра-
лизованный подход) предполагает, что каждый 
агент обменивается с другими агентами своим 
локальным состоянием. На основе собран-
ной информации агент выбирает оптимальное  
действие; 

• полностью децентрализованный подход не 
предполагает какого-либо общения между аген-
тами. Каждый агент принимает решение только 
на основе анализа истории своего поведения. 

авторы настоящей статьи в работе [22] пред-
ложили новый метод Multi-Agent Routing using 
Hashing (MAROH). Метод MAROH основан 
на объединении идей децентрализованного 
мультиагентного обучения с подкреплением и  
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алгоритмов консистентного хеширования. Эта 
комбинация позволила обеспечить справед-
ливое распределение трафика между сетевыми 
ресурсами и эффективное их использование. 
Предложенный метод в каждый момент времени 
каждому выходному порту NPCR присваивает 
определенный вес, который потом используется 
консистентной хэш-функцией для распределе-
ния потоков данных между наложенными ка-
налами. Таким образом, ключевыми проблема-
ми являются то, как присвоить веса выходным 
портам NPCR и как построить надлежащую 
хеш-функцию.

чтобы избежать появление циклов на марш-
рутах, для выбора порта до надлежащего места 
назначения в методе MAROH был разработан 
специальный алгоритм построения маршрутов,  
называемый выбором следующего перехода 
(NHS) [22]. Согласно этому алгоритму, строится 
два ациклических направленных остовных под-
графа топологии NPC и лишь один раз можно 
перейти между этими подграфами при постро-
ении маршрута, что гарантирует отсутствие ци-
клов.

Метод MAROH состоит из трех частей: 
1. Вычисление набора выходных портов алго-

ритмом NHS. 
2. Расчет весов для вычисленных портов алго-

ритмом MARL. 

3. Распределение потоков данных между ка-
налами, инцидентными вычисленным портам в 
соответствии с рассчитанными весами. 

Напомним, что MAROH – это алгоритм 
управления трафиком в NPC агентах, располо-
женными по одному на каждом NPCR.

Общая схема работы агента в предложен-
ном методе представлена на рис. 4. В MAROH 
используется метод, называемый нейронной 
сетью передачи сообщений (Message Passing 
Neural Network – MPNN). MPNN предназначен 
для построения оптимальной передачи сооб-
щений между агентами в сети, представленной 
неориентированным графом. Для TCP/IP сети 
эти сообщения будут являться сообщениями 
протокола внутридоменной маршрутизации 
IGP (например, OSPF) с обновлениями состо-
яний сети, а для MAROH агента – сообщения 
о состоянии агента. Заметим, что для контура 
NPCRL могут быть адаптированы существую-
щие протоколы IGP.

Метод MPNN основан на итеративном алго-
ритме передачи сообщений между выбранными 
элементами графа – вершинами, где располага-
ются агенты. Передаваемые сообщения обеспе-
чивают обновление состояний агентов, которое 
в методе MPNN называется скрытым состояни-
ем (hidden state). В нашем случае скрытое состо-
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яние представлено тройкой – занятой полосой 
пропускания канала bi j, , пропускной способно-
стью канала ci j,  и текущими весами ri j, . Скры-
тое состояние может быть инициализировано 
случайно выбранными значениями либо рас-
считанными заранее на основе уже собранной 
статистики (рис. 4а). Затем агенты отправляют 
свое скрытое состояние всем своим соседям в 
графе наложенной сети (рис. 4б). На основе по-
лученных сообщений от соседей и своего соб-
ственного скрытого состояния каждый NPCR 
обновляет свое скрытое состояние при помощи 
нейронной сети (рис. 4в). Процесс отправки со-
общений соседям и обновления скрытого состо-
яния повторяется заранее заданное количество 
раз. Это обеспечивает распространение состоя-
ния агента в заранее определённой его окрест-
ности. Размер этой окрестности определяет 
количество итераций отправки сообщений со-
седям и обновления скрытого состояния. Экспе-
риментальное исследование показало, что коли-
чество обменов не должно превышать диаметр 
графа, иначе скрытые состояния у всех агентов 
становятся почти неразличимыми между собой 
и агенты будут применять произвольные дей-
ствия вместо тех, которые подходят текущему 
состоянию сети. После завершения процесса 
обновления состояния специальная нейронная 
сеть на агенте NPCR рассчитывает оценку цен-
ности для каждого возможного действия агента 
(рис. 4г). Под действиями агента будем понимать 
операции по изменению веса канала: сложение 
с константой, умножение на константу или от-
сутствие изменения веса. агент NCPR выбирает 
действие согласно выданной оценке. В результа-
те изменяется вес наложенного канала, а после 
работы хеш-функции и распределение потоков 
данных в сети.

Под оптимальным распределением трафика 
в сети будем понимать равномерную загрузку 
всех наложенных каналов. Для достижения  
этой цели будем минимизировать функцию 
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тимизации MARL Φ  явялется целевой 
функцией.

Был проведен экспериментально сравнитель-
ный анализ эффективности метода MAROH с 

другими распространенными методами балан-
сировки – ECMP [23] и UCMP [24]. Методи-
ка проведения сравнительного анализа осно-
вывается на моделировании многоагентного 
управления потоками данных в NPC методом  
Монте-Карло. Для моделирования ECMP и 
UCMP использовался тот же подход с расчетом 
весов наложенного канала, как и в MAROH, толь-
ко для ECMP использовались наложенные кана-
лы равной протяженности и вес у всех каналов 
брался равным 1, а для UCMP вес наложенного 
канала принимался равным текущей загружен-
ности канала. Здесь стоит подчеркнуть важное 
отличие MAROH от методов ECMP и UCMP – 
MAROH принимает решение на основе общения 
между агентами, в то время как ECMP и UCMP 
только на основе локальной информации. После 
каждого обновления весов в сеть пускалось 40 
потоков с новыми идентификаторами, распре-
деление которых меняло загрузку наложенных 
каналов. Так как в настоящий момент отсутству-
ют статистические данные по потокам в сетевой 
вычислительной инфраструктуре, каждый поток 
имел случайно выбранные узел источник и узел 
назначения. Запускалось 100 итераций обнов-
лений весов для каждого из методов MAROH, 
ECMP, UCMP с одинаковыми входными данны-
ми (множество потоков на каждой итерации) на 
топологии с множеством вариантов альтернатив-
ных маршрутов, изображенной на рис. 4. В ка-
честве критерия сравнения использовалась це-
левая функция Φ , отражающая равномерность 
загрузки наложенных каналов.

Также было проведено сравнение с полно-
стью централизованным подходом по управле-
нию агентами NPCR, в котором может дости-
гаться оптимальное распределение трафика, 
так как присутствует информация о состоянии 
всей сети. Использовался генетический алго-
ритм для расчета весов наложенных каналов на 
каждой итерации. Результаты сравнительного 
анализа значения целевой функции Φ  приведе-
ны на рис. 4 в виде коробчатой диаграммой для 
каждого метода. MAROH обозначен как Multi-
agent Traffic Engineering (MA-TE). На рис.  4 хо-
рошо видно, что MAROH показывает значи-
тельно лучше результаты по сравнению с ECMP 
и UCMP и похожие результаты по сравнению с 
централизованным подходом.

4. ЗаКЛЮчеНИе
Рост вычислительной и сетевой производи-

тельности, а также кардинальные изменения 
организации современных приложений требуют 
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создания новой вычислительной инфраструк-
туры. В статье представлены архитектура новой 
Сетевой Вычислительной инфраструктуры и ос-
новные принципы ее организации. Режим рабо-
ты реального времени для современных прило-
жений, скорость передачи данных и обработки 
данных в современных сетях, размер масштаби-
рования сервисов как сетевых, так и приложений 
на сегодня таков, что применение классических 
методов оптимизации управления ресурсами и 
потоками задач и данных невозможен из-за их 
вычислительной сложности. Использование 
методов машинного обучения позволяют эф-
фективно решить разнообразные задачи от про-
гнозирования состояния вычислительной ин-
фраструктуры до планирования потоков данных 
внутри наложенной сети. В статье представлен 
сравнительный анализ метода машинного обу-
чения для управления трафиком в вычислитель-

ной среде нового поколения MAROH с широко 
распространенными методами ECMP и UCMP. 
Основное достоинство MAROH – распределен-
ное принятие решений, когда каждый NPCR 
маршрутизатор выполняет балансировку прохо-
дящих через него потоков данных на основе сво-
его локального состояния и данных о состоянии 
его соседей. Экспериментально было показано, 
что предложенный метод превосходит по кри-
терию равномерности загрузки каналов ECMP 
и UCMP. Сказанное позволяет утверждать, что 
методы машинного обучения позволят сделать 
сетевую вычислительную инфраструктуру пред-
сказуемой, безопасной, надежной, эффектив-
ной и масштабируемой.
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The paper considers the application of machine learning methods for optimal resource management for 
Network Powered by Computing (NPC) – a new generation computing infrastructure. The relation between 
the proposed computing infrastructure and the GRID concept is considered. It is shown how machine learning 
methods applied to computing infrastructure management make it possible to solve the problems of computing 
infrastructure management that did not allow the GRID concept to be fully implemented. As an example, 
the application of multi-agent optimization methods with reinforcement learning for network resources 
management is considered. It is shown that the application of multi-agent machine learning methods makes it 
possible to increase the speed of distribution of transport flows and ensure optimal NPC network channel load 
according to the criterion of uniform load distribution, and that such management of network resources is more 
effective than a centralized approach. 
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